
Εισαγωγή στην Τοπολογία

Ενότητα: ∆ιαχωριστικά αξιώµατα

Γεώργιος Κουµουλλής

Τµήµα Μαθηµατικών



Εισαγωγή στην Τοπολογία

΄Αδειες Χρήσης

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης Creative Commons.

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης

αναφέρεται ϱητώς.

Χρηµατοδότηση

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδηµαϊκά Μαθήµατα στο Πανεπιστήµιο Αθηνών» έχει χρηµατοδοτήσει µόνο τη

αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού.

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράµµατος «Εκπαίδευση και ∆ια Βίου Μά-

ϑηση» και συγχρηµατοδοτείται από την Ευρωπαϊκή ΄Ενωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταµείο) και από

εθνικούς πόρους.

΄Εργο: Κεντρικό Μητρώο Ελληνικών Ανοικτών Μαθηµάτων Σελίδα 2



Εισαγωγή στην Τοπολογία

Περιεχόµενα ενότητας

5 ∆ιαχωριστικά Αξιώµατα 4

5.1 Χώροι T1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

5.2 Χώροι Hausdorff . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

5.3 Κανονικοί Χώροι . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

5.4 Φυσιολογικοί Χώροι . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

5.4.1 Βασικά Θεωρήµατα σε Φυσιολογικούς Χώρους . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

5.5 Τελείως Κανονικοί Χώροι . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

΄Εργο: Κεντρικό Μητρώο Ελληνικών Ανοικτών Μαθηµάτων Σελίδα 3



Εισαγωγή στην Τοπολογία

5 ∆ιαχωριστικά Αξιώµατα

Αν και µία τοπολογία ενδέχεται να περιέχει «πολλά» σύνολα, το πόσο ευνοϊκή είναι η δοµή των ανοικτών

συνόλων µπορεί να ποικίλλει. Μία ενδεχόµενη παθογένεια, που µπορεί να εµφανίζεται, είναι η αδυναµία

της τοπολογίας να διαχωρίσει δύο διακεκριµένα σηµεία του χώρου (δηλαδή τα σηµεία αυτά να περιέχονται

στα ίδια ανοικτά σύνολα). Αυτη η παθογένεια, όπως ϑα δούµε αναλυτικά παρακάτω, έχει ως σύνεπεια

την ταυτόχρονη σύγκλιση, και στα δύο σηµεία, κάθε δικτύου που συγκλίνει σε ένα (τουλάχιστον) από τα

σηµεία αυτά. ∆ηλαδή, δεν µπορούµε να έχουµε την επιθυµητή ιδιότητα της µοναδικότητας του ορίου

για τα συγκλίνοντα δίκτυα. Στο κεφάλαιο αυτό επιθυµούµε να εξετάσουµε µία σειρά συνθηκών, οι οποίες

καθιστούν την τοπολογία ενός χώρου ευνοϊκή ως προς τη διαχωριστικότητα του χώρου (δηλαδή την ικανότητα

της τοπολογίας να διαχωρίζει διακεκριµένα σηµεία και κλειστά υποσύνολα του χώρου).

Η γλώσσα που ϑα εισάγουµε δεν έχει ως µοναδικό της σκοπό την κατάταξη των τοπολογικών χώρων, ως

προς τις συνθήκες-τα διαχωριστικά αξιώµατα- που ικανοποιούν, αλλά και να µας υποδείξει ποιες είναι οι

ιδιότητες που ϑα πρέπει να διαθέτει ένας τοπολογικός χώρος ώστε να είναι µετρικοποιήσιµος. Για να

επιτευχθεί ο σκοπός αυτός, κρίνεται σκόπιµο µε την εισαγωγή ενός νέου διαχωριστικού αξιώµατος, να

εξετάζεται η σχέση και η αλληλεπίδρασή του µε όσα διαχωριστικά αξιώµατα έχουν ήδη µελετηθεί, καθώς

και να διερευνηθεί το κατά πόσο ικανοποιείται σε µία µετρική τοπολογία.

5.1 Χώροι T1

Το πρώτο διαχωριστικό αξίωµα που εισάγουµε εξασφαλίζει την ύπαρξη «λεπτών» ανοικτών περιοχών για τα

σηµεία του χώρου, δηλαδή για κάθε στοιχείο του χώρου ϑα υπάρχει µία ϐάση περιοχών, τα στοιχεία της

οποίας ϑα µπορούν να το αποµονώσουν από κάθε άλλο στοιχείο του χώρου. Θα δούµε ότι αυτό είναι

ισοδύναµο µε το να είναι κλειστό σύνολο κάθε µονοσύνολο του χώρου. Ακόµη κι αυτή η ελάχιστη απαίτηση

δεν ικανοποιείται από κάθε τοπολογικό χώρο.

Ορισµός 5.1.1. ΄Ενας τοπολογικός χώρος X καλείται χώρος T1 αν για κάθε x, y ∈ X µε x , y, υπάρχει

ανοικτό σύνολο G µε x ∈ G και y < G.

Πρόταση 5.1.2. Για έναν τοπολογικό χώρο X τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(i) Ο X είναι T1.

(ii) Κάθε µονοσύνολο είναι κλειστό στο X .

(iii)
⋂
Nx = {x} για κάθε x ∈ X .

Απόδειξη: (i)⇒(ii) ΄Εστω x ∈ X και y ∈ X \ {x}. Τότε x , y, άρα από το (i), υπάρχει G ανοικτό ώστε

y ∈ G και x < G. ΄Αρα y ∈ G ⊆ X \ {x}, όπου G ανοικτό, εποµένως X \ {x} ∈ Ny για κάθε y ∈ X \ {x}.
Συνεπώς το X \ {x} είναι ανοικτό και ισοδύναµα το {x} είναι κλειστό.

(ii)⇒(iii) ΄Εστω x ∈ X . Προφανώς έχουµε ότι {x} ⊆
⋂
Nx (αφού x ∈ U για κάθε U ∈ Nx). ΄Εστω y ∈ X

µε y , x. Τότε, από το (ii), το X \ {y} είναι ανοικτό και x ∈ X \ {y}. ΄Αρα X \ {y} ∈ Nx και προφανώς

y < X \ {y}. Εποµένως
⋂
Nx = {x}.

(iii)⇒(i) ΄Εστω x, y ∈ X µε x , y. Τότε, από το (iii), y <
⋂
Nx , άρα υπάρχει U ∈ Nx µε y < U . Θέτοντας

G = U◦ έχουµε ότι το G είναι ανοικτό, x ∈ G και y < G. Συνεπώς ο X είναι T1 χώρος.

΄Εργο: Κεντρικό Μητρώο Ελληνικών Ανοικτών Μαθηµάτων Σελίδα 4



Εισαγωγή στην Τοπολογία

Παρατήρηση 5.1.3. Στο (iii) της Πρότασης 5.1.2, το σύστηµα περιοχώνNx µπορεί να αντικατασταθεί από µία

ϐάση περιοχώνBx του x, αφού
⋂
Bx =

⋂
Nx . Πράγµατι, από το ότιBx ⊆ Nx παίρουµε ότι

⋂
Bx ⊇

⋂
Nx .

Ακόµη, αφού για κάθε U ∈ Nx υπάρχει B ∈ Bx µε B ⊆ U , έχουµε ότι
⋂
Bx ⊆

⋂
Nx .

Παραδείγµατα 5.1.4. (α) Κάθε µετρικός χώρος είναι T1, αφού σε κάθε µετρικό χώρο τα µονοσύνολα είναι

κλειστά.

(ϐ) Αν (X,T ) είναι ένας T1 χώρος και T ′ είναι µία τοπολογία στο X µε T ′ ⊇ T , τότε και ο χώρος (X,T ′)
είναι T1.

(γ) ΄Εστω X ένα σύνολο και T η συµπεπερασµένη τοπολογία στο X . Τότε ο τοπολογικός χώρος (X,T )
είναι T1, αφού κάθε µονοσύνολο είναι κλειστό.

(δ) ΄Ενας τοπολογικός χώρος (X,T ) είναι T1 αν και µόνο αν περιέχει τη συµπεπερασµένη τοπολογία.

Πράγµατι,

(⇒) Από την Πρόταση 5.1.2, έπεται ότι κάθε πεπερασµένο σύνολο σε έναν T1 χώρο είναι κλειστό. ΄Αρα

κάθε σύνολο µε πεπεπρασµένο συµπλήρωµα είναι ανοικτό.

(⇐) ΄Αµεσο, από τα (ϐ) και (γ).

(ε) ΄Εστω X σύνολο µε δύο τουλάχιστον σηµεία και x0 ∈ X . Τότε ο X µε την τοπολογία του ιδιαίτερου

σηµείου x0 δεν είναι T1 χώρος. Πράγµατι, το {x0} δεν είναι κλειστό, αφού x0 < X \ {x0}, δηλαδή το

X \ {x0} , ∅ δεν είναι ανοικτό.

Πρόταση 5.1.5. ΄Εστω X ένας T1 χώρος και Y ένας τοπολογικός χώρος. Αν υπάρχει συνάρτηση f : X → Y
1 − 1, επί και ανοικτή, τότε ο Y είναι T1 χώρος. Ιδιαίτερα, αν ο Y είναι οµοιοµορφικός µε τον X , τότε είναι

T1 χώρος.

Απόδειξη: ΄Εστω y ∈ Y και το σηµείο f −1(y) ∈ X . Αφού ο X είναι T1 έχουµε ότι το σύνολο { f −1(y)} είναι

κλειστό στο X , ή ισοδύναµα, ότι το σύνολο X \{ f −1(y)} είναι ανοικτό. Η f είναι ανοικτή, συνεπώς το σύνολο

f (X\{ f −1(y)}) είναι ανοικτό στο Y . Αφού τώρα η f είναι 1−1 και επί, έχουµε ότι f (X\{ f −1(y)}) = Y \{y}.
΄Αρα το {y} είναι κλειστό. Εποµένως ο Y είναι T1.

Πρόταση 5.1.6. Αν X είναι ένας T1 χώρος και A ένας υπόχωρός του, τότε και ο A είναι T1.

Απόδειξη: ΄Εστω x ∈ A. Τότε έχουµε ότι {x} = {x} ∩ A, όπου το {x} είναι κλειστό στο X . ΄Αρα, από την

Πρόταση 4.1.4(i), το {x} είναι κλειστό στο A. Εποµένως, ο A είναι χώρος T1.

Πρόταση 5.1.7. ΄Εστω (Xi)i∈I οικογένεια T1 τοπολογικών χώρων. Τότε ο χώρος X =
∏
i∈I

Xi είναι T1.

Απόδειξη: ΄Εστω x, y ∈ X µε x , y. Τότε υπάρχει i0 ∈ I ώστε xi0 , yi0 . Αφού ο Xi0 είναι T1, υπάρχει G
ανοικτό στο Xi0 , ώστε xi0 ∈ G και yi0 < G. Τότε το π−1

i0
(G) είναι ανοικτό στο X (αφού η πi0 είναι συνεχής),

µε x ∈ π−1
i0

(G) και y < π−1
i0

(G). Εποµένως ο X είναι T1 χώρος.

5.2 Χώροι Hausdorff

Το διαχωριστικό αξίωµα που εισάγουµε σε αυτή την παράγραφο αφορά το διαχωρισµό διακεκριµένων

σηµείων µέσω ανοικτών συνόλων. ∆ηλαδή, αν έχουµε δύο διακεκριµένα στοιχεία του χώρου, εξασφαλί-

Ϲεται η υπάρξη ξένων περιοχών τους. Η ιδιότητα αυτή είναι µεγάλης σηµασίας, καθώς ισοδυναµεί µε τη

µοναδικότητα του ορίου για τα συγκλίνοντα δίκτυα.
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Ορισµός 5.2.1. ΄Ενας τοπολογικός χώρος X καλείται χώρος T2 ή χώρος Hausdorff αν για κάθε x, y ∈ X
µε x , y, υπάρχουν ανοικτά σύνολα G1, G2 µε x ∈ G1, y ∈ G2 και G1 ∩ G2 = ∅.

Παρατήρηση 5.2.2. Κάθε T2 χώρος είναι και T1.

Πρόταση 5.2.3. Για έναν τοπολογικό χώρο X τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(i) Ο X είναι T2.

(ii) Για κάθε x, y ∈ X µε x , y, υπάρχει U ∈ Nx µε y < U .

(iii)
⋂{

U : U ∈ Nx
}
= {x} για κάθε x ∈ X .

Απόδειξη: (i)⇒(ii) ΄Εστω x, y ∈ X µε x , y. Από το (i), υπάρχουν U, V ανοικτά ώστε x ∈ U , y ∈ V και

U ∩ V = ∅. Τότε U ∈ Nx και y < U (διότι y ∈ V , ανοικτό και U ∩ V = ∅).

(ii)⇒(iii) ΄Εστω x ∈ X . Προφανώς έχουµε ότι {x} ⊆
⋂{

U : U ∈ Nx
}

. ΄Εστω y ∈ X µε y , x. Τότε, από

το (ii), υπάρχει U ∈ Nx µε y < U . Εποµένως
⋂{

U : U ∈ Nx
}
= {x}.

(iii)⇒(i) ΄Εστω x, y ∈ X µε x , y. Τότε, από το (iii), y <
⋂{

U : U ∈ Nx
}

, άρα υπάρχει U ∈ Nx µε y < U .

Θέτοντας G1 = U◦ και G2 = X \U , έχουµε ότι τα G1, G2 είναι ανοικτά, x ∈ G1 και y ∈ G2 και G1∩G2 = ∅.

Συνεπώς ο X είναι T2 χώρος.

Παρατήρηση 5.2.4. Στα (ii) και (iii) της Πρότασης 5.2.3, το σύστηµα περιοχών Nx µπορεί να αντικατασταθεί

από µία ϐάση περιοχών Bx του x.

Παραδείγµατα 5.2.5. (α) Κάθε µετρικός χώρος (X, ρ) είναι χώρος T2. Πράγµατι, έστω x, y ∈ X µε x , y.

Τότε για ε = 1
2 ρ(x, y) > 0 έχουµε ότι B(x, ε) ∩ B(y, ε) = ∅, x ∈ B(x, ε), y ∈ B(y, ε) και τα B(x, ε),

B(y, ε) είναι ανοικτά.

(ϐ) Αν (X,T ) είναι ένας T2 χώρος και T ′ είναι µία τοπολογία στο X µε T ′ ⊇ T , τότε και ο χώρος (X,T ′)
είναι T2.

(γ) Ο χώρος RS είναι T2, αφού η τοπολογία του περιέχει τη συνήθη (µετρική) τοπολογία του R.

(δ) ΄Εστω X άπειρο σύνολο και T η συµπεπερασµένη τοπολογία στο X . Τότε ο (X,T ) είναι T1 χώρος

(Παράδειγµα 5.1.4(γ)), αλλά δεν είναι T2 (διότι δεν υπάρχουν ξένα, µη κενά, ανοικτά υποσύνολα του X ).

Θεώρηµα 5.2.6. ΄Ενας τοπολογικός χώρος X είναι Hausdorff αν και µόνο αν κάθε συγκλίνον δίκτυο στο X
συγκλίνει ακριβώς σε ένα σηµείο (δηλαδή ισχύει η µοναδικότητα του ορίου).

Απόδειξη: (⇒) Υποθέτουµε, προς άτοπο, ότι υπάρχει (pλ )λ∈Λ δίκτυο στο X και x, y ∈ X µε x , y, ώστε

pλ → x και pλ → y. Αφού ο X είναι χώρος Hausdorff, υπάρχουν ξένα ανοικτά σύνολα G1, G2 µε x ∈ G1
και y ∈ G2.

Αφού pλ → x, υπάρχει λ1 ∈ Λ ώστε pλ ∈ G1 για κάθε λ ≥ λ1.

Αφού pλ → y, υπάρχει λ2 ∈ Λ ώστε pλ ∈ G2 για κάθε λ ≥ λ2.

Επιλέγοντας λ0 ∈ Λ µε λ0 ≥ λ1 και λ0 ≥ λ2, έχουµε ότι pλ0 ∈ G1 και pλ0 ∈ G2, πράγµα άτοπο, αφού

G1 ∩ G2 = ∅.

(⇐) Υποθέτουµε, προς άτοπο, ότι ο χώρος X δεν είναι Hausdorff. Τότε υπάρχουν x, y ∈ X µε x , y,

ώστε για κάθε U, V ανοικτά σύνολα µε x ∈ U και y ∈ V να ισχύει U ∩ V , ∅. Θέτουµε Λ = Nx × Ny =

{(U,V ) : U ∈ Nx , V ∈ Ny} και ορίζουµε τη σχέση προδιάταξης ≤ στο Λ ως εξής:

(U1,V1) ≤ (U2,V2) ⇐⇒ U2 ⊆ U1 και V2 ⊆ V1.
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Τότε το (Λ,≤) είναι κατευθυνόµενο σύνολο. Για κάθε (U,V ) ∈ Λ επιλέγουµε στοιχείο p(U,V ) ∈ U ∩ V .

΄Ετσι, ορίζεται το δίκτυο (p(U,V ))(U,V )∈Λ στο X . Τότε p(U,V ) → x. Πράγµατι, έστω U0 ∈ Nx . Τότε (U0,X ) ∈ Λ
και ακόµη για κάθε (U,V ) ∈ Λ µε (U,V ) ≥ (U0,X ) έχουµε p(U,V ) ∈ U ∩ V ⊆ U ⊆ U0. Εποµένως

p(U,V ) → x. ΄Οµοια δείχνει κανείς ότι p(U,V ) → y, πράγµα άτοπο, αφού x , y.

Πρόταση 5.2.7. ΄Εστω X ένας T2 χώρος και Y ένας τοπολογικός χώρος. Αν υπάρχει συνάρτηση f : X → Y
1 − 1, επί και ανοικτή, τότε ο Y είναι T2 χώρος. Ιδιαίτερα, αν ο Y είναι οµοιοµορφικός µε τον X , τότε είναι

T2 χώρος.

Απόδειξη: ΄Εστω x, y ∈ Y και τα σηµεία f −1(x), f −1(y) ∈ X . Αφού ο X είναι T2 χώρος, υπάρχουν

ξένα ανοικτά σύνολα U και V , µε f −1(x) ∈ U και f −1(y) ∈ V . Η f είναι ανοικτή, συνεπώς τα σύνολα

f (U) και f (V ) είναι ανοικτά στο Y και προφανώς x ∈ f (U), y ∈ f (V ). Αφού η f είναι 1 − 1, έχουµε ότι

f (U) ∩ f (V ) = f (U ∩ V ) = ∅. Εποµένως ο Y είναι T2.

Πρόταση 5.2.8. Αν X είναι ένας T2 χώρος και A ένας υπόχωρός του, τότε και ο A είναι T2.

Απόδειξη: ΄Εστω x, y ∈ A. Τότε, αφού ο X είναι T2, υπάρχουν ξένα ανοικτά υποσύνολα G1, G2 του X
ώστε x ∈ G1 και y ∈ G2. ΄Ετσι, έχουµε ότι τα σύνολα U = G1 ∩ A και V = G2 ∩ A είναι ξένα και ανοικτά

στο A, µε x ∈ U και y ∈ V . Εποµένως ο A είναι χώρος T2.

Πρόταση 5.2.9. ΄Εστω (Xi)i∈I οικογένεια T2 τοπολογικών χώρων. Τότε ο χώρος X =
∏
i∈I

Xi είναι T2.

Απόδειξη: ΄Εστω x, y ∈ X µε x , y. Τότε υπάρχει i0 ∈ I ώστε xi0 , yi0 . Αφού ο Xi0 είναι T2, υπάρχουν

G1, G2 ξένα, ανοικτά σύνολα στο Xi0 , ώστε xi0 ∈ G1 και yi0 ∈ G2. Τότε τα π−1
i0

(G1) και π−1
i0

(G2) είναι

ξένα και ανοικτά στο X (αφού η πi0 είναι συνεχής), µε x ∈ π−1
i0

(G1) και y ∈ π−1
i0

(G2). Εποµένως ο X είναι

T2 χώρος.

5.3 Κανονικοί Χώροι

Το τρίτο διαχωριστικό αξίωµα αφορά το διαχωρισµό ενός κλειστού συνόλου από ένα εξωτερικό του σηµείο.

Οι περισσότεροι τοπολογικοί χώροι που παρουσιάζουν ενδιαφέρον ικανοποιούν αυτό το αξίωµα, το οποίο

ισοδυναµεί µε την ύπαρξη ϐάσης περιοχών από κλειστά σύνολα, για κάθε σηµείο του χώρου.

Ορισµός 5.3.1. ΄Ενας τοπολογικός χώρος X καλείται χώρος T3 ή κανονικός χώρος αν για κάθε F ⊆ X
κλειστό και x ∈ X \ F, υπάρχουν ανοικτά σύνολα G1, G2 µε x ∈ G1, F ⊆ G2 και G1 ∩ G2 = ∅.

Παρατήρηση 5.3.2. Κάθε T3 και T1 χώρος είναι T2 χώρος.

Πρόταση 5.3.3. Για έναν τοπολογικό χώρο X τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(i) Ο X είναι κανονικός.

(ii) Για κάθε x ∈ X και F ⊆ X κλειστό µε x < F, υπάρχει U ∈ Nx µε U ∩ F = ∅.

(iii) Για κάθε x ∈ X και U ∈ Nx , υπάρχει V ∈ Nx µε V ⊆ U .

(iv) Για κάθε x ∈ X και F ⊆ X κλειστό µε x < F, υπάρχουν G1, G2 ανοικτά σύνολα µε x ∈ G1, F ⊆ G2
και G1 ∩ G2 = ∅.
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Απόδειξη: (i)⇒(ii) ΄Εστω x ∈ X και F ⊆ X κλειστό µε x < F. Αφού ο X είναι T3, υπάρχουν U και V
ανοικτά µε x ∈ U , F ⊆ V και U ∩V = ∅. Τότε U ∈ Nx και U ∩ F = ∅ (διότι αν y ∈ F, τότε V είναι ανοικτό

και U ∩ V = ∅).

(ii)⇒(iii) ΄Εστω x ∈ X και U ∈ Nx , δηλαδή x ∈ U◦. Αν F = X \U◦, τότε x < F και προφανώς F κλειστό.

Από το (ii), υπάρχει V ∈ Nx ώστε V ∩ F = ∅, δηλαδή V ⊆ U◦ ⊆ U .

(iii)⇒(iv) ΄Εστω x ∈ X και F ⊆ X κλειστό µε x < F. Τότε X \ F ∈ Nx . Από το (iii), υπάρχει V ∈ Nx ώστε

V ⊆ X \ F (V ανοικτή περιοχή). Πάλι από το (iii), υπάρχει W ∈ Nx ώστε W ⊆ V . Θέτουµε G1 = W◦ και

G2 = X \ V . Τότε τα G1, G2 είναι ανοικτά, x ∈ G1, F ⊆ G2 και G1 ∩ G2 = ∅ (διότι G1 ⊆ W ⇒ G1 ⊆ W
και ακόµη G2 = X \ V = (X \ V )◦ ⊆ X \ V = X \ V ⊆ X \W ).

(iv)⇒(i) Είναι προφανές.

Παρατήρηση 5.3.4. Στα (ii) και (iii) της Πρότασης 5.3.3, το σύστηµα περιοχών Nx µπορεί να αντικατασταθεί

από µία ϐάση περιοχών Bx του x και ειδικά από την Bx = {U ⊆ X : U ανοικτό µε x ∈ U }.

Πόρισµα 5.3.5. ΄Ενας τοπολογικός χώρος X είναι κανονικός αν και µόνο αν κάθε x ∈ X έχει ϐάση περιοχών

από κλειστά σύνολα.

Απόδειξη: (⇒) Για κάθε x ∈ X έστω Bx =
{

U : U ∈ Nx
}

. Τότε Bx ⊆ Nx και από την Πρόταση

5.3.3(i)⇔(iii), έπεται ότι η Bx είναι ϐάση περιοχών του x.

(⇐) ΄Επεται από την Πρόταση 5.3.3(i)⇔(iii).

Παραδείγµατα 5.3.6. (α) Κάθε µετρικός χώρος (X, ρ) είναι κανονικός, διότι αν x ∈ X , η οικογένεια των

κλειστών µπαλών {B̃(x, ε) : ε > 0} είναι ϐάση περιοχών του x από κλειστά σύνολα.

(ϐ) ΄Εστω X = {a, b, c} µε την τοπολογία T = {∅, {a}, {b, c}, X }. Ο χώρος (X,T ) δεν είναι T1, αφού το

{b} δεν είναι κλειστό (εποµένως δεν είναι ούτε T2), όµως είναι T3, διότι τα κλειστά υποσύνολα του X είναι

συγχρόνως και ανοικτά.

(γ) ΄Εστω (X,T ) τοπολογικός χώρος και ένα µη κλειστό A ⊆ X µε A◦ = ∅. Αν S είναι η τοπολογία

στο X µε υποβάση την T ∪ {Ac}, τότε ο χώρος (X,S) δεν είναι T3. Μία ϐάση για την S είναι η

B = T ∪ {G \ A : G ∈ T }, άρα

S = {G1 ∪ (G2 \ A) : G1, G2 ∈ T }.

Αφού το A δεν είναι κλειστό στο X , ως προς την T , υπάρχει στοιχείο x ∈ clT A \ A. ΄Εχουµε ότι το A είναι

κλειστό ως προς την S και x < A. ΄Εστω U, V ∈ S µε x ∈ U και A ⊆ V . Αρκεί να δείξουµε ότι U ∩ V , ∅
(δίοτι τότε τα x και A δε ϑα διαχωρίζονται από ανοικτά σύνολα της S).

΄Εχουµε U = G1 ∪ (G2 \ A) και V = G3 ∪ (G4 \ A), όπου τα G1, . . . ,G4 ∈ T . Αφού A ⊆ V , έπεται ότι

A ⊆ G3. Αφού x ∈ U , έπεται ότι x ∈ G1 ή x ∈ G2.

• Αν x ∈ G1, τότε G1 ∩ A , ∅, αφού x ∈ clT A. Εποµένως U ∩ V , ∅.

• Αν x ∈ G2, τότε G2 ∩ A , ∅, αφού x ∈ clT A. Αφού A ⊆ G3, έπεται ότι G2 ∩ G3 , ∅ και είναι

προφανώς ανοικτό ως προς τηνT . Εποµένως G2∩G3 ⊈ A, διότι intT A = ∅. ΄Αρα (G2\A)∩G3 , ∅.
Αφού G2 \ A ⊆ U και G3 ⊆ V , έπεται ότι U ∩ V , ∅.
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(δ) ΄Εστω T η συνήθης τοπολογία του R και A = { 1n : n ∈ N}. ΄Εστω S η τοπολογία του R που έχει ως

υποβάση την T ∪ {Ac}. Τότε ο (R,S) είναι T2 χώρος, αλλά όχι T3. Πράγµατι, ο (R,T ) είναι T2 χώρος

(ως µετρικοποιήσιµος) και αφού S ⊇ T , έπεται ότι ο (R,S) είναι T2. Το A δεν είναι κλειστό στο R και

intT A = ∅. ΄Αρα, από το Παράδειγµα (γ), ο (R,S) δεν είναι T3 (συγκεκριµένα 0 < A, το οποίο είναι

κλειστό ως προς την S, και τα 0, A δε διαχωρίζονται από ανοικτά σύνολα της S).

Πρόταση 5.3.7. ΄Εστω Y ένας κανονικός τοπολογικός χώρος, X ένας τοπολογικός χώρος και D ένας

πυκνός υπόχωρος του X . Αν για µία συνάρτηση f : X → Y ισχύει ότι η f |D∪{x} είναι συνεχής για κάθε

x ∈ X , τότε η f είναι συνεχής.

Απόδειξη: ΄Εστω x ∈ X και δίκτυο (xλ )λ∈Λ στο X µε xλ → x. Θέλουµε να δείξουµε ότι f (xλ ) → f (x).
΄Εστω, προς άτοπο, ότι f (xλ ) ↛ f (x). Τότε υπάρχει κλειστή (αφού ο Y είναι T3) περιοχή V , του f (x),
ώστε για κάθε µ ∈ Λ να υπάρχει µ′ ∈ Λ, µ′ ≥ µ µε f (xµ′) < V .

Η f |D∪{x} είναι συνεχής, άρα υπάρχει U0 ανοικτή περιοχή του x, τέτοια ώστε f (U0 ∩ (D ∪ {x})) ⊆ V .

Αφού xλ → x, υπάρχει λ0 ∈ Λ ώστε για κάθε λ ∈ Λ µε λ ≥ λ0 να ισχύει ότι xλ ∈ U0. ΄Οµως, αφού

f (xλ ) ↛ f (x), υπάρχει λ1 ∈ Λ µε f (xλ1 ) < V . ∆ηλαδή, το V c είναι (ανοικτή) περιοχή του f (xλ1 ).

Η f |D∪{xλ1 }
είναι συνεχής, άρα υπάρχει U1 ανοικτή περιοχή του xλ1 , τέτοια ώστε f (U1∩ (D∪{xλ1 })) ⊆ V c.

΄Οµως το σύνολο U1 ∩U0 είναι ανοικτό και µη κενό (αφού xλ1 ∈ U1 ∩U0), άρα U1 ∩U0 ∩ D , ∅ (αφού

το D είναι πυκνό στο X ). ΄Ετσι, καταλήγουµε σε άτοπο, αφού:

U1 ∩U0 ∩ D ⊆ U1 ∩ D =⇒ f (U1 ∩U0 ∩ D) ⊆ V c

U1 ∩U0 ∩ D ⊆ U2 ∩ D =⇒ f (U1 ∩U0 ∩ D) ⊆ V.

Εποµένως f (xλ ) → f (x) και κατά συνέπεια, η f είναι συνεχής.

Πρόταση 5.3.8. Αν X είναι ένας T3 τοπολογικός χώρος και Y είναι ένας τοπολογικός χώρος, οµοιοµορφικός

µε τον X , τότε και Y είναι T3 χώρος.

Απόδειξη: ΄Εστω ϕ : X → Y ένας οµοιοµορφισµός των X και Y , καθώς και ένα y ∈ Y . Αφού ο χώρος

X είναι T3, το σηµείο ϕ−1(y) έχει µία ϐάση περιοχών Bϕ−1(y) , από κλειστά σύνολα. ΄Ετσι, έχουµε ότι η

οικογένεια {ϕ(V ) : V ∈ Bϕ−1(y)} είναι µία ϐάση περιοχών του y από κλειστά σύνολα (γιατί;). Εποµένως ο

χώρος Y είναι T3.

Πρόταση 5.3.9. Αν X είναι ένας T3 χώρος και A ένας υπόχωρός του, τότε και ο A είναι T3.

Απόδειξη: ΄Εστω x ∈ A και F ⊆ A, κλειστό στο A, µε x < F. Τότε υπάρχει K ⊆ X κλειστό (στο X ) ώστε

F = K ∩ A. ΄Εχουµε ότι x < K και, αφού ο X είναι T3, υπάρχουν G1, G2 ξένα, ανοικτά σύνολα στο X , µε

x ∈ G1 και K ⊆ G2. Τότε τα σύνολα U = G1 ∩ A και V = G2 ∩ A είναι ξένα και ανοικτά στο A, µε x ∈ U
και F = K ∩ A ⊆ V . ΄Αρα ο χώρος A είναι T3.

Πρόταση 5.3.10. ΄Εστω (Xi)i∈I οικογένεια T3 τοπολογικών χώρων. Τότε ο χώρος X =
∏
i∈I

Xi είναι T3.

Απόδειξη: ΄Εστω x ∈ X και U ∈ Nx . Αρκεί να δείξουµε ότι υπάρχει V ∈ Nx ώστε V ⊆ U . ΄Εχουµε ότι

x ∈ U◦, το οποίο είναι ανοικτό, άρα υπάρχει B ∈ B (όπου B η κανονική ϐάση για την τοπολογία γινόµενο)

ώστε x ∈ B ⊆ U◦ ⊆ U . Τότε B =
n⋂

k=1
π−1

ik (Uk ), όπου Uk ⊆ Xik ανοικτό, για k = 1, . . . ,n. Αφού x ∈ B,

έχουµε ότι xik ∈ Uk για k = 1, . . . ,n. Αφού οι χώροι Xik είναι T3, υπάρχει ανοικτό Vk ⊆ Xik , ώστε xik ∈ Vk
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και V k ⊆ Uk , για κάθε k . Θέτουµε V =
n⋂

k=1
π−1

ik (Vk ). Τότε το V είναι ανοικτό και x ∈ V , δηλαδή V ∈ Nx .

Επίσης

V =

(
n⋂

k=1

π−1
ik (Vk )

)
=
∏
i∈I

Ai =
∏
i∈I

Ai =

n⋂
k=1

π−1
ik (V k ) ⊆

n⋂
k=1

π−1
ik (Uk ) = U

όπου Ai =

{
Vk , αν i = ik , k = 1, . . . ,n
Xi, διαφορετικά.

5.4 Φυσιολογικοί Χώροι

Σε αυτή την παράγραφο µελετούµε τους ϕυσιολογικούς χώρους, δηλαδή τους τοπολογικούς χώρους

στους οποίους είναι εφικτός ο διαχωρισµός των ξένων, κλειστών συνόλων από ανοικτά σύνολα. Στους

ϕυσιολογικούς χώρους ισχύουν εξαίρετα Θεωρήµατα όπως το Λήµµα του Urysohn και το Θεώρηµα επέ-

κτασης του Tietze, αλλά κατά µία έννοια οι ϕυσιολογικοί χώροι δε συµπεριφέρονται όσο καλά ϑα περίµενε

κανείς (για παράδειγµα, το γινόµενο δύο ϕυσιολογικών χώρων δεν είναι κατ΄ ανάγκη ϕυσιολογικός χώρος).

Αφού ολοκληρώσουµε τη συνήθη διερεύνηση και γι΄ αυτό το διαχωριστικό αξίωµα, ϑα προχωρήσουµε στην

απόδειξη κάποιων ιδιαίτερα σηµαντικών αποτελεσµάτων που ισχύουν σε ϕυσιολογικούς χώρους .

Ορισµός 5.4.1. ΄Ενας τοπολογικός χώρος X καλείται ϕυσιολογικός ή χώρος T4, αν για κάθε κλειστά σύνολα

F1,F2 ⊆ X µε F1∩F2 = ∅ υπάρχουν ανοικτά σύνολα G1,G2 ⊆ X ώστε F1 ⊆ G1, F2 ⊆ G2 και G1∩G2 = ∅.

Παρατήρηση 5.4.2. Κάθε T4 και T1 χώρος είναι T3 χώρος.

Πρόταση 5.4.3. Για έναν τοπολογικό χώρο X τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(i) Ο X είναι ϕυσιολογικός.

(ii) Για κάθε F1,F2 ⊆ X κλειστά µε F1 ∩ F2 = ∅, υπάρχει U ⊆ X ανοικτό µε F1 ⊆ U και U ∩ F2 = ∅.

(iii) Για κάθε F ⊆ X κλειστό και G ⊆ X ανοικτό µε F ⊆ G, υπάρχει U ⊆ X ανοικτό µε F ⊆ U ⊆ U ⊆ G.

(iv) Για κάθε F1,F2 ⊆ X κλειστά µε F1∩F2 = ∅, υπάρχουν G1, G2 ανοικτά σύνολα µε F1 ⊆ G1, F2 ⊆ G2
και G1 ∩ G2 = ∅.

Απόδειξη: Η απόδειξη είναι ανάλογη µε αυτή της Πρότασης 5.3.3 και για το λόγο αυτό αφήνεται ως

άσκηση.

Πρόταση 5.4.4. Αν σε έναν τοπολογικό χώρο X κάθε κλειστό σύνολο F είναι της µορφής F = {x ∈ X :
f (x) = 0} για κάποια συνεχή συνάρτηση f : X → R, τότε ο X είναι ϕυσιολογικός. Ιδιαίτερα, κάθε

µετρικοποιήσιµος τοπολογικός χώρος είναι ϕυσιολογικός.

Απόδειξη: ΄Εστω F1,F2 ⊆ X κλειστά µε F1∩F2 = ∅. Τότε υπάρχουν συνεχείς συναρτήσεις f1, f2 : X → R
ώστε F1 = f −1

1 ({0}) και F2 = f −1
2 ({0}). Ορίζουµε

ϕ : X → R µε ϕ(x) =
| f1(x) |

| f1(x) | + | f2(x) |
.

Η ϕ είναι καλά ορισµένη, συνεχής µε ϕ(x) = 0 για κάθε x ∈ F1 και ϕ(x) = 1 για κάθε x ∈ F2. Θέτουµε

U = ϕ−1((−∞,1/2)) και V = ϕ−1((1/2,+∞)). Τότε τα U,V είναι ξένα, ανοικτά (διότι η ϕ είναι συνεχής)

και F1 ⊆ U, F2 ⊆ V . Εποµένως ο χώρος X είναι T4.
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Αν (X,T ) είναι ένας µετρικοποιήσιµος τοπολογικός χώρος, υπάρχει µετρική ρ στο X ώστε T = Tρ. ΄Εστω

F ⊆ X κλειστό. Ορίζουµε τη συνάρτηση f : X → R µε f (x) = d(x,F) (η απόσταση του σηµείου x από

το σύνολο F). Τότε η f είναι συνεχής (| f (x) − f (y) | ≤ ρ(x, y) ∀x, y ∈ X ) και για κάθε x, y ∈ X ισχύει

f (x) = 0 ⇐⇒ d(x,F) = 0 ⇐⇒ x ∈ F = F,

δηλαδή F = f −1({0}). Εποµένως ο X είναι T4.

Πρόταση 5.4.5. ΄Εστω X ένας ϕυσιολογικός χώρος και {U1, U2 . . . ,Un} ένα πεπερασµένο ανοικτό κάλυµ-

µα του X . Τότε υπάρχει ανοικτό κάλυµµα {V1, V2 . . . ,Vn} του X , ώστε V k ⊆ Uk για κάθε k = 1,2, . . . ,n.

Το κάλυµµα {V1, V2 . . . ,Vn} καλείται συρρίκνωση του {U1, U2 . . . ,Un}.

Απόδειξη: Αρκεί να δείξουµε ότι υπάρχει ανοικτό σύνολο V1 ⊆ X ώστε V 1 ⊆ U1 και V1∪U2∪U3∪ · · · ∪

Un = X , διότι τότε το συµπέρασµα έπεται µε επαγωγή. Παρατηρούµε ότι X \ (U2 ∪ · · · ∪Un) ⊆ U1. Αφού

το σύνολο X \ (U2 ∪ · · · ∪Un) είναι κλειστό, το U1 είναι ανοικτό και ο χώρος X είναι T4, από την Πρόταση

5.4.3(iii), έπεται ότι υπάρχει ανοικτό σύνολο V1 ώστε

X \ (U2 ∪ · · · ∪Un) ⊆ V1 ⊆ V 1 ⊆ U1.

Εποµένως X = V1 ∪U2 ∪U3 ∪ · · · ∪Un και V 1 ⊆ U1.

Παραδείγµατα 5.4.6. (α) ΄Εστω X = {a, b, c} µε την τοπολογία

T = {∅, {a}, {b, c}, X }.

΄Οπως έχουµε δει στο Παράδειγµα 5.3.6(ϐ), ο χώρος (X,T ) δεν είναι T1 (ούτε T2) αλλά είναι T4 (και T3),

αφού τα κλειστά σύνολα του X συµπίπτουν µε τα ανοικτά.

(ϐ) ΄Εστω X = {a, b, c} µε την τοπολογία του εξαιρούµενου σηµείου c,

T = {∅, {a}, {b}, {a, b}, X }.

Ο χώρος (X,T ) είναι T4. Πράγµατι, τα κλειστά σύνολα του X είναι τα X , ∅, {b, c}, {a, c}, {c}. ΄Αρα αν

F1,F2 ⊆ X είναι κλειστά και ξένα, τότε τουλάχιστον ένα από τα F1,F2 είναι κενό και έστω ότι αυτό είναι

το F1. Τότε τα F1,F2 διαχωρίζονται από τα G1 = ∅ και G2 = X . Ο (X,T ) δεν είναι T3. Πράγµατι, για το

κλειστό σύνολο F = {c}, έχουµε ότι a < F και το µοναδικό ανοικτό σύνολο που περιέχει το F είναι το X .

΄Αρα τα a και F δε διαχωρίζονται από ανοικτά σύνολα.

Γενικότερα, αν (X,T ) είναι ένας τοπολογικός χώρος µε τουλάχιστον δύο σηµεία και T είναι η τοπολογία

του εξαιρούµενου σηµείου x0, τότε ο χώρος (X,T ) είναι T4 και όχι T3.

(γ) Ο τοπολογικός χώρος RS είναι T4. ΄Εστω F1,F2 ⊆ RS ξένα κλειστά σύνολα. Τότε F1 ⊆ RS \ F2, µε το

RS \ F2 να είναι ανοικτό στον RS . Αφού για κάθε x ∈ X , η οικογένεια {(a, x] : a ∈ R, a < x} είναι ϐάση

περιοχών του x, για κάθε x ∈ F1 υπάρχει ax < x ώστε (ax , x] ⊆ RS \ F2. Ανάλογα F2 ⊆ RS \ F1, άρα για

κάθε y ∈ F2 υπάρχει by < y ώστε (by, y] ⊆ RS \ F1. Θέτουµε

G1 =
⋃
x∈F1

(ax , x] και G2 =
⋃
y∈F2

(by, y].

Τότε τα G1,G2 είναι ανοικτά στον RS , F1 ⊆ G1 και F2 ⊆ G2. ΄Εστω, προς άτοπο, ότι G1 ∩ G2 , ∅. Τότε

υπάρχουν x ∈ F1 και y ∈ F2 ώστε (ax , x] ∩ (by, y] , ∅. Τότε x < y ή y < x (αφού F1 ∩ F2 = ∅). Αν

x < y, τότε x ∈ (by, y] ⊆ RS \ F1, πράγµα άτοπο. ΄Οµοια για y < x. ΄Αρα G1 ∩ G2 = ∅.
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Πρόταση 5.4.7. Αν X είναι ένας T4 τοπολογικός χώρος και Y είναι ένας τοπολογικός χώρος, οµοιοµορφικός

µε τον X , τότε και Y είναι T4 χώρος.

Απόδειξη: ΄Εστω ϕ : X → Y ένας οµοιοµορφισµός των X,Y και ξένα, κλειστά σύνολα F1,F2 ⊆ Y .

Τότε τα σύνολα ϕ−1(F1), ϕ−1(F2) είναι ξένα και κλειστά (αφού η ϕ είναι συνεχής). Ο χώρος X είναι T4,

συνεπώς υπάρχουν G1, G2 ⊆ X ξένα, ανοικτά ώστε ϕ−1(F1) ⊆ G1 και ϕ−1(F2) ⊆ G2. Τότε F1 ⊆ ϕ(G1)
και F2 ⊆ ϕ(G2) (αφού η ϕ είναι επί), όπου τα ϕ(G1), ϕ(G2) είναι ανοικτά στο Y (ϕ ανοικτή) και ξένα (η ϕ
είναι 1 − 1). Εποµένως ο χώρος Y είναι T4.

Πρόταση 5.4.8. Αν X είναι ένας T4 χώρος και A ένας κλειστός υπόχωρός του, τότε και ο A είναι T4.

Απόδειξη: ΄Εστω σύνολα F1, F2 ⊆ A ξένα και κλειστά. Αφού ο A είναι κλειστός υπόχωρος του X , τα

F1, F2 είναι κλειστά στο X . ΄Αρα υπάρχουν ξένα, ανοικτά (στο X ) σύνολα G1, G2 µε F1 ⊆ G1 και F2 ⊆ G2.

Τότε τα σύνολα G1 ∩ A, G2 ∩ A είναι ανοικτά στο A και ξένα, µε F1 ⊆ G1 ∩ A και F2 ⊆ G2 ∩ A.

Παρατήρηση 5.4.9. Η Πρόταση 5.4.8 δεν είναι γενικά αληθής αν ο A είναι ένας τυχών υπόχωρος του X .

Υπάρχουν ϕυσιολογικοί τοπολογικοί χώροι, των οποίων οι υπόχωροι δεν είναι κατ΄ ανάγκη ϕυσιολογικοί.

Παράδειγµα 5.4.10 (ο χώρος του Sorgenfrey). Θεωρούµε τον τοπολογικό χώρο RS . Ο χώρος του Sor-

genfrey είναι ο χώρος RS × RS µε την καρτεσιανή τοπολογία. Θα δείξουµε ότι ο χωρος του Sorgenfrey

δεν είναι ϕυσιολογικός (κατά συνέπεια το γινόµενο ϕυσιολογικών χώρων δεν είναι πάντα ϕυσιολογικός

χώρος).

Παρατηρούµε αρχικά ότι το «αντιδιαγώνιο» σύνολο

A = {(x,−x) : x ∈ R}

είναι κλειστό υποσύνολο του RS × RS , αφού το A είναι κλειστό στο R × R και η τοπολογία του RS είναι

ισχυρότερη από την τοπολογία του R. Ακόµη, η σχετική τοπολογία του A (ως προς την τοπολογία του

RS ×RS είναι η διακριτή, αφού για κάθε x ∈ RS , {(x,−x)} = (x − 1, x]× (−x − 1,−x]∩ A. Συνεπώς κάθε

υποσύνολο του A είναι κλειστό υποσύνολο του RS × RS . Θέτουµε

F1 = {(x,−x) : x ∈ Q} και F2 = {(x,−x) : x ∈ R \ Q}.

Σύµφωνα µε όσα είπαµε, τα F1, F2 είναι κλειστά (και προφανώς ξένα) υποσύνολα του RS × RS . Θα

δείξουµε ότι τα σύνολα F1, F2 δε διαχωρίζονται από ανοικτά σύνολα.

΄Εστω, προς άτοπο, ότι υπάρχουν ξένα, ανοικτά σύνολα G1, G2 ⊆ RS × RS , ώστε F1 ⊆ G1 και F2 ⊆ G2.

Για κάθε x ∈ R \ Q, υπάρχει ϐασικό ανοικτό σύνολο Bx , στοιχείο της κανονικής ϐάσης του RS × RS , ώστε

(x,−x) ∈ Bx ⊆ G2. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι το σύνολο Bx είναι της µορφής (x − 1
nx
, x] × (−x −

1
nx
,−x], για κάποιο nx ∈ N (γιατί;). ΄Αρα για κάθε x ∈ R \ Q υπάρχει nx ∈ N, ώστε

(x,−x) ∈
(

x −
1
nx
, x
]
×

(
−x −

1
nx
,−x
]
⊆ G2.

Θέτουµε για κάθε n ∈ N, An = {x ∈ R \ Q : nx = n} και παρατηρούµε ότι

R \ Q =

∞⋃
n=1

An και ότι R =

(
∞⋃

n=1

An

)
∪

⋃
q∈Q

{q}

 .
Από το Θεώρηµα κατηγορίας του Baire για τον πλήρη µετρικό χώρο R, υπάρχει ϕυσικός αριθµός n0, ώστε

(An0 )◦ , ∅ (όπου η κλειστότητα και το εσωτερικό λαµβάνονται ως προς τη συνήθη τοπολογία του R).
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΄Αρα υπάρχουν a,b ∈ R µε a < b, ώστε (a,b) ⊆ An0 . Επιλέγουµε ένα ϱητό αριθµό q0 στο διάστηµα

(a,b). Αφού q0 ∈ An0 , έχουµε ότι κάθε περιοχή του q0 τέµνει το An0 . Ιδιαίτερα, για κάθε ε > 0,

(q0 − ε,q0 + ε) ∩ An0 , ∅. Αν επιλέξουµε ένα ϑετικό ε < 1
n0

και t0 ∈ (q0 − ε,q0 + ε) ∩ An0 , έπεται ότι

(q0,−q0) ∈ (t0 − ε, t0] × (−t0 − ε,−t0] ⊆ G2.

Επιπλέον (q0,−q0) ∈ F1 ⊆ G1. Συνεπώς υπάρχει ένα δ > 0 ώστε

(q0,−q0) ∈ (q0 − δ,q0] × (−q0 − δ,−q0] ⊆ G1.

Εποµένως (q0,−q0) ∈ G1 ∩ G2, πράγµα άτοπο. ΄Αρα ο χώρος του Sorgenfrey δεν είναι ϕυσιολογικός.

Στην απόδειξη που παραθέσαµε, ουσιώδης ήταν η χρήση του Θεωρήµατος κατηγορίας του Baire. Στη

συνέχεια, χρησιµοποιώντας ένα άλλο ισχυρό εργαλείο (Λήµµα του Jones), ϑα δώσουµε µία διαφορετική

απόδειξη για τη µη ϕυσιολογικότητα του χώρου του Sorgenfrey.

Παρατήρηση 5.4.11. Ο τοπολογικός χώρος RS δεν είναι µετρικοποιήσιµος. Πράγµατι, αν ο RS ήταν µετρι-

κοποιήσιµος, τότε µετρικοποιήσιµος ϑα ήταν και ο χώρος RS×RS και κατά συνέπεια ϑα ήταν ϕυσιολογικός,

πράγµα άτοπο.

5.4.1 Βασικά Θεωρήµατα σε Φυσιολογικούς Χώρους

Σε αυτό το σηµείο ϑα αποδείξουµε ένα ισχυρό αποτέλεσµα για τους ϕυσιολογικούς τοπολογικούς χώρους,

αλλά και ευρύτερα για τη συνολοθεωρητική τοπολογία. Το Λήµµα του Urysohn, όπως συχνά καλείται το

αποτέλεσµα αυτό, εξάσφαλίζει την ύπαρξη πληθώρας συνεχών πραγµατικών συναρτήσεων σε ένα ϕυσιο-

λογικό τοπολογικό χώρο. Επιπλέον, αποτελεί ουσιαστικό εργαλείο για την απόδειξη αρκετών σηµαντικών

ϑεωρηµάτων.

Θεώρηµα 5.4.12 (Λήµµα Urysohn). ΄Εστω X ένας ϕυσιολογικός τοπολογικός χώρος και A, B ξένα και

κλειστά υποσύνολα του X . Τότε υπάρχει συνεχής συνάρτηση f : X → [0,1] ώστε f (a) = 0 για κάθε

a ∈ A και f (b) = 1 για κάθε b ∈ B.

Απόδειξη: Το πρώτο τµήµα της απόδειξης αφορά την κατασκευή (µε χρήση της ϕυσιολογικότητας του

X ) µίας οικογένειας ανοικτών υποσυνόλων του X , µε δείκτες σε ένα πυκνό (αριθµήσιµο) υποσύνολο του

[0,1]. Το σύνολο δεικτών που ϑα χρησιµοποιήσουµε είναι το σύνολο των δυαδικών ϱητών του διαστήµατος

[0,1]:

∆ =

∞⋃
n=0

∆n, όπου ∆n =

{
k
2n : k = 0,1, . . . ,2n

}
για n = 0,1,2, . . .

΄Εχουµε ότι ∆0 = {0,1}, ∆1 = {0, 12 ,1} = ∆0 ∪ {
1
2 }, . . . και παρατηρούµε ότι η ακολουθία (∆n)n≥0 είναι

αύξουσα µε

∆n+1 \ ∆n =

{
k

2n+1 : k περιττός, k ∈ {0,1, . . . ,2n+1}

}
.

Επιθυµούµε να ορίσουµε ένα ανοικτό σύνολο U (d) για κάθε d ∈ ∆, έτσι ώστε αν για δύο στοιχεία

a,b ∈ ∆ ισχύει a < b, τότε να έχουµε ότι U (a) ⊆ U (b). Με αυτόν τον τρόπο, τα σύνολα U (d) ϑα

διατάσσονται από τη σχέση του περιέχεσθαι, όπως ακριβώς διατάσσονται οι δείκτες τους από τη συνήθη

διάταξη των πραγµατικών αριθµών. Επιλέξαµε ένα αριθµήσιµο σύνολο δεικτών για να µπορέσουµε να

κατασκευάσουµε τα σύνολα U (d) µε επαγωγή. Ακριβολογώντας, ϑα ορίσουµε τα ανοικτά σύνολα U (d)
για d ∈ ∆n, µε επαγωγή ως προς το n, έτσι ώστε

(i) A ⊆ U (d) ⊆ Bc, για κάθε d ∈ ∆.
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(ii) Αν d,d′ ∈ ∆ µε d < d′, τότε U (d) ⊆ U (d′).

Για n = 0 καλούµαστε να ορίσουµε τα U (0),U (1). Θέτουµε U (1) = Bc. Αφού ο χώρος X είναι

ϕυσιολογικός, µπορούµε να επιλέξουµε ανοικτό σύνολο U (0) ώστε

A ⊆ U (0) ⊆ U (0) ⊆ U (1).

Για το επαγωγικό ϐήµα, υποθέτουµε ότι έχουµε ορίσει τα σύνολα U (d) για d ∈ ∆n. Αρκεί να ορίσουµε

τα U (d) για d ∈ ∆n+1 \ ∆n. ΄Εστω k ∈ {0,1, . . . ,2n+1} περιττός. Στο ∆n έχουµε
k−1
2n+1 <

k+1
2n+1 , άρα από την

επαγωγική υπόθεση, U ( k−1
2n+1 ) ⊆ U ( k+1

2n+1 ). Αφού ο χώρος X είναι ϕυσιολογικός, υπάρχει ανοικτό σύνολο

U ( k
2n+1 ), ώστε

U
( k−1

2n+1

)
⊆ U

( k
2n+1

)
⊆ U

( k
2n+1

)
⊆ U

( k+1
2n+1

)
.

Στη συνέχεια επεκτείνουµε την οικογένεια των ανοικτών συνόλων που ορίσαµε, ϑέτοντας U (d) = X για

κάθε d ∈ (1,+∞). Συνεπώς, έχουµε ορίσει ένα ανοικτό σύνολο U (d) ⊆ X για κάθε d ∈ D := ∆∪(1,+∞),
έτσι ώστε αν d,d′ ∈ D µε d < d′, τότε U (d) ⊆ U (d′). Ακόµη, το D είναι ένα πυκνό υποσύνολο του

[0,+∞).

Σε αυτό το σηµείο είµαστε σε ϑέση να ορίσουµε την επιθυµητή συνάρτηση. Για κάθε x ∈ X , το σύνολο

D(x) = {d ∈ D : x ∈ U (d)} είναι µη κενό και µάλιστα, (1,+∞) ⊆ D(x) ⊆ [0,+∞). Εποµένως, για κάθε

x ∈ X , το σύνολο D(x) είναι µη κενό και κάτω ϕραγµένο, µε inf D(x) ∈ [0,1]. Συνεπώς, ορίζεται καλά η

συνάρτηση f : X → [0,1] µε

f (x) = inf D(x) = inf{d ∈ D : x ∈ U (d)}.

Παρατηρούµε ότι αν x ∈ A, τότε x ∈ U (d) για κάθε d ∈ D, δηλαδή D(x) = D. ΄Αρα f (x) = inf D = 0.

Επίσης, αν y ∈ B, τότε y < U (d) για κάθε d ∈ ∆ κι εποµένως D(y) = (1,+∞). ΄Αρα f (y) = 1.

Τελικός µας στόχος είναι να δείξουµε ότι η f είναι συνεχής. Ισχυριζόµαστε ότι :

x ∈ U (d) ⇒ f (x) ≤ d. Πράγµατι, αν x ∈ U (d), τότε x ∈ U (r) για κάθε r ∈ D µε r > d. Συνεπώς,

D ∩ (d,+∞) ⊆ D(x), άρα από τον ορισµό της f , f (x) = inf D(x) ≤ d.

x < U (d) ⇒ f (x) ≥ d. Πράγµατι, αν x < U (d), τότε x < U (r) για κάθε r ∈ D µε r < d. Συνεπώς,

D(x) ⊆ (d,+∞), άρα από τον ορισµό της f , f (x) = inf D(x) ≥ d.

΄Εστω x0 ∈ X και ε > 0. Αναζητούµε µία περιοχή U του x0, τέτοια ώστε

f (U) ⊆ ( f (x0) − ε, f (x0) + ε).

Από την πυκνότητα του συνόλου D στο [0,+∞), υπάρχουν d1,d2 ∈ D ώστε

f (x0) − ε < d1 < f (x0) < d2 < f (x0) + ε.

Θέτουµε U = U (d2) \ U (d1). Το U είναι ανοικτό σύνολο και x0 ∈ U (πράγµατι, από το (ϐ΄) έχουµε ότι

f (x0) < d2 ⇒ x0 ∈ U (d2) και από το (α΄), f (x0) > d1 ⇒ x0 < U (d1)), δηλαδή U ∈ Nx0 . ΄Εστω x ∈ U .

Τότε x ∈ U (d2) ⊆ U (d2) άρα, από το (α΄), f (x) ≤ d2. Ακόµη, x < U (d1) άρα, από το (ϐ΄), f (x) ≥ d1.

Εποµένως,

f (x) ∈ [d1,d2] ⊆ ( f (x0) − ε, f (x0) + ε).

Συµπεραίνουµε ότι f (U) ⊆ ( f (x0) − ε, f (x0) + ε). ∆είξαµε, λοιπόν, ότι η f είναι συνεχής. Η απόδειξη

του Θεωρήµατος είναι πλήρης.
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Παρατήρηση 5.4.13. Στο Λήµµα Urysohn το διάστηµα [0,1] µπορεί να αντικατασταθεί µε οποιοδήποτε

διάστηµα [a,b], όπου a,b ∈ R µε a < b, απλά αντικαθιστώντας τη συνάρτηση f , του Θεωρήµατος, µε την

g = a + (b − a) f .

Μία άµεση συνέπεια του Λήµµατος του Urysohn είναι ένα άλλο ιδιαίτερα χρήσιµο Θεώρηµα, το Θεώρηµα

επέκτασης του Tietze.

Θεώρηµα 5.4.14 (επέκτασης του Tietze). ΄Εστω X ένας ϕυσιολογικός τοπολογικός χώρος και ένα κλειστό

F ⊆ X .

(i) Αν f : F → [a,b] (όπου a,b ∈ R, a < b) είναι µία συνεχής συνάρτηση, τότε υπαρχει συνεχής

συνάρτηση g : X → [a,b] ώστε g |F = f (δηλαδή η g επεκτείνει την f ).

(ii) Αν f : F → R είναι µία συνεχής συνάρτηση, τότε υπαρχει συνεχής συνάρτηση g : X → R ώστε

g |F = f .

Απόδειξη: Η κεντρική ιδέα της απόδειξης είναι η κατασκευή µίας ακολουθίας συνεχών συναρτήσεων , οι

οποίες ϑα ορίζονται σε όλο το χώρο X και ο περιορισµός τους στο σύνολο F ϑα προσεγγίζει οµοιόµορφα

τη συνάρτηση f .

Το πρώτο στάδιο της απόδειξης αφορά την κατασκευή µίας συνάρτησης g : X → R, η οποία δε ϑα παίρνει

αυθαίρετα µεγάλες τιµές, αλλά και ϑα προσεγγίζει την f στο σύνολο F µε έναν ικανό ϐαθµό ακρίβειας.

Συγκεκριµένα, ας υποθέσουµε ότι η f παίρνει τιµές στο διάστηµα [−r,r] (για ένα r > 0). Θέλουµε να

εξασφαλίσουµε την ύπαρξη µίας συνάρτησης g : X → R, έτσι ώστε

|g(x) | ≤ 1
3r για κάθε x ∈ X και |g(y) − f (y) | ≤ 2

3r για κάθε y ∈ F.

Χωρίζουµε το διάστηµα [−r,r] σε τρία ίσα διαστήµατα µήκους
2
3r και ϑέτουµε:

I1 =

[
−r,−

1
3

r
]
, I2 =

[
−

1
3

r,−
1
3

r
]
, I3 =

[
1
3

r,r
]
.

Τα σύνολα A = f −1(I1), B = f −1(I3) είναι ξένα και κλειστά υποσύνολα του F, αφού η f είναι συνεχής.

΄Αρα τα A, B είναι κλειστά στο χώρο X . Από το Λήµµα του Urysohn, υπάρχει συνεχής συνάρτηση g :
X → [−1

3r, 13r], τέτοια ώστε g(a) = −1
3r για κάθε a ∈ A και g(b) = 1

3r για κάθε b ∈ B. ΄Ετσι έχουµε

ότι |g(x) | ≤ 1
3 για κάθε x ∈ X . Μένει να ελέγξουµε ότι για καθε y ∈ F ισχύει ότι |g(y) − f (y) | ≤ 2

3r.
Ελέγχουµε διαδοχικά τις περιπτώσεις :

• Αν y ∈ A, τότε τα f (y),g(y) ∈ I1, άρα απέχουν απόσταση το πολύ ίση µε
2
3r .

• Αν y ∈ B, τότε τα f (y),g(y) ∈ I3, άρα απέχουν απόσταση το πολύ ίση µε
2
3r .

• Αν y < A ∪ B, τότε τα f (y),g(y) ∈ I2, άρα απέχουν απόσταση το πολύ ίση µε
2
3r .

Σε κάθε περίπτωση έχουµε ότι |g(y) − f (y) | ≤ 2
3r . ΄Ετσι κατασκευάσαµε την επιθυµητή συνάρτηση g.

(i) ∆ίχως ϐλάβη της γενικότητας, µπορούµε να υποθέσουµε ότι το διάστηµα [a,b] ταυτίζεται µε το διάστηµα

[−1,1]. ΄Εστω f : F → [−1,1] συνεχής συνάρτηση. Τότε, σύµφωνα µε την προηγούµενη κατασκευή (για

r = 1), υπάρχει συνεχής συνάρτηση g1 : X → R µε

|g1(x) | ≤ 1
3 για κάθε x ∈ X και |g1(y) − f (y) | ≤ 2

3 για κάθε y ∈ F.
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Θεωρούµε τώρα τη συνάρτηση f − g1, η οποία απεικονίζει το σύνολο F στο [−2
3 ,

2
3 ]. ΄Αρα, εφαρµόζοντας

την κατασκευή για τη συνάρτηση f − g1 (και r = 2
3 ) λαµβάνουµε µία συνάρτηση g2 : X → R µε

|g2(x) | ≤ 1
3 ·

2
3 για κάθε x ∈ X και | f (y) − g1(y) − g2(y) | ≤

(2
3

)2
για κάθε y ∈ F.

Συνεχίζουµε την κατασκευή της ακολουθίας συναρτήσεων (gn) επαγωγικά. Για το επαγωγικό ϐήµα, έστω ότι

έχουµε ορίσει τις συναρτήσεις g1,g2, . . . ,gn : X → R ώστε |gk (y) | ≤ 1
3 · (

2
3 )k−1 για κάθε k = 1,2, . . . ,n

και | f (y) −
n∑

k=1
gk (y) | ≤ ( 2

3 )n για κάθε y ∈ F. Πάλι, εφαρµόζοντας την κατασκευή για τη συνάρτηση

f − g1 − g2 − · · · − gn (και r = ( 2
3 )n) λαµβάνουµε µία συνάρτηση gn+1 : X → R µε

|gn+1(x) | ≤
1
3
·

(
2
3

)n

∀x ∈ X και

∣∣∣∣∣ f (y) −
n+1∑
k=1

gk (y)

∣∣∣∣∣ ≤
(

2
3

)n+1

∀y ∈ F.

Αφού για κάθε n ∈ N έχουµε ότι sup
x∈X
|gn(x) | ≤ 1

3 · (
2
3 )n−1 και

∞∑
n=1

1
3
·

(
2
3

)n−1

= 1 < ∞,

από το κριτήριο του Weierstrass έχουµε ότι η συνάρτηση

g : X → [−1,1] µε g(x) =
∞∑

n=1

gn(x)

ορίζεται καλά (|
n∑

k=1
gk | ≤ 1 για κάθε n ∈ N) και είναι συνεχής (αφού η σύγκλιση είναι οµοιόµορφη).

Επιπλέον, για κάθε y ∈ F έχουµε ότι∣∣∣∣∣ f (y) −
n∑

k=1

gk (y)

∣∣∣∣∣ ≤
(

2
3

)n

για κάθε n ∈ N.

΄Αρα, παίρνοντας το όριο για n → ∞, έπεται ότι f (y) = g(y). Εποµένως g |F = f .

(ii) Αφού το διάστηµα (−1,1) είναι οµοιοµορφικό µε το R, µπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι η συνάρτηση f
παίρνει τιµές στο (−1,1). Από το (i) έχουµε ότι υπάρχει συνεχής συνάρτηση h : X → [−1,1] η οποία

επεκτείνει την f . Σκοπός µας είναι να εντοπίσουµε µία συνεχή συνάρτηση g : X → (−1,1) που να

επεκτείνει την f . Θεωρούµε το σύνολο K = h−1({−1,1} ⊆ X . Το K είναι κλειστό (αφού η h είναι

συνεχής) και F ∩ K = ∅ (αφού h(F) = f (F) ⊆ (−1,1)). Από το Λήµµα του Urysohn έπεται ότι υπάρχει

συνεχής συνάρτηση ϕ : X → [0,1] µε ϕ(x) = 0 για κάθε x ∈ F και ϕ(y) = 1 για κάθε y ∈ K . Θεωρούµε

τη συνάρτηση g = h · ϕ : X → R. Η g είναι συνεχής και για κάθε x ∈ F έχουµε ότι

g(x) = h(x)ϕ(x) = h(x) · 1 = h(x) = f (x).

Συνεπώς η g επεκτείνει την f . Μένει να ελέγξουµε ότι g(X ) ⊆ (−1,1). Για x ∈ K έχουµε ότι g(x) =
h(x) · 0 = 0. Αν x < K , τότε |g(x) | ≤ |h(x) | ≤ 1. Σε κάθε περίπτωση, g(x) ∈ (−1,1).
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Ορισµός 5.4.15. ΄Εστω ένας τοπολογικός χώρος X και {U1,U2, . . . ,Un} ένα ανοικτό κάλυµµα του X . Μία

οικογένεια συνεχών συναρτήσεων ϕi : X → [0,1], για i = 1,2, . . . ,n, καλείται (πεπερασµένη) διαµέριση

της µονάδας, επαγόµενη από το κάλυµµα {U1,U2, . . . ,Un}, αν

(i) {x ∈ X : ϕi (x) , 0} ⊆ Ui για κάθε i = 1,2, . . . ,n.

(ii) ϕ1(x) + ϕ2(x) + · · · + ϕn(x) = 1 για κάθε x ∈ X .

Θεώρηµα 5.4.16 (Υπαρξη πεπερασµένων διαµερίσεων της µονάδας). ΄Εστω X ένας ϕυσιολογικός χώρος

και {U1,U2, . . . ,Un} ένα ανοικτό κάλυµµα του X . Τότε υπάρχει διαµέριση της µονάδας που επάγεται από

το {U1,U2, . . . ,Un}.

Απόδειξη: Από την Πρόταση 5.4.5, υπάρχει συρρίκνωση {V1,V2, . . . ,Vn} του καλύµµατος {U1,U2, . . . ,Un}.

Για τον ίδιο λόγο, υπάρχει συρρίκνωση {W1,W2, . . . ,Wn} του {V1,V2, . . . ,Vn}. Από το Λήµµα του Urysohn

υπάρχουν συνεχείς συναρτήσεις f1, . . . , fn : X → [0,1], τέτοιες ώστε f (W k ) = {1} και f (X \ Vk ) = {0}
για κάθε k = 1, . . . ,n. Αφού το {W1,W2, . . . ,Wn} είναι (ανοικτό) κάλυµµα του X , έπεται ότι f1(x)+ f2(x)+
· · · + fn(x) > 0 για κάθε x ∈ X . Συνεπώς για κάθε k ορίζεται καλά η συνάρτηση

ϕk : X → [0,1] µε ϕk =
f k

f1 + f2 + · · · + fn
.

Αφού f −1
k (R\ {0}) ⊆ Vk , έχουµε ότι {x ∈ X : f k (x) , 0} ⊆ V k ⊆ Uk για κάθε k = 1, . . . ,n. ΄Αρα εύκολα

ελέγχει κανείς ότι οι συναρτήσεις ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn αποτελούν διαµέριση της µονάδας.

Πρόταση 5.4.17. ΄Εστω X ένας ϕυσιολογικός τοπολογικός χώρος και A ⊆ X . Τότε υπάρχει µία συνεχής

συνάρτηση f : X → [0,1] µε A = f −1{0} αν και µόνο αν το A είναι κλειστό Gδ1 υποσύνολο του X .

Απόδειξη: (⇒) ΄Εστω ότι υπάρχει συνεχής συνάρτηση f : X → [0,1] µε A = f −1{0}. Τότε το A είναι

κλειστό, αφού η f είναι συνεχής. Επίσης, για κάθε n ∈ N το σύνολο{
x ∈ X : f (x) <

1
n

}
= f −1

((
−∞,

1
n

))

είναι ανοικτό και A =
∞⋂

n=1
{x ∈ X : f (x) < 1

n }. Εποµένως το A έιναι Gδ σύνολο.

(⇐) ΄Εστω ότι το A είναι κλειστό, Gδ υποσύνολο του X . Τότε A =
∞⋂

n=1
Un, όπου τα Un, n ∈ N, είναι ανοικτά

υποσύνολα του X . Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, µπορούµε να υποθέσουµε ότι U1 ⊇ U2 ⊇ · · · ⊇ Un ⊇

· · · . Τότε τα σύνολα A και Uc
n είναι κλειστά και ξένα µεταξύ τους, άρα από το Λήµµα του Urysohn έχουµε

ότι υπάρχει συνεχής συνάρτηση fn : X → [0,1] µε fn |A = 0 και fn |Uc
n = 1. Θέτουµε

f =
∞∑

n=1

fn

2n .

Η f είναι καλά ορισµένη στο X και συνεχής, από το κριτήριο του Weierstrass. Επιπλέον f |A = 0 και αν

x < A υπάρχει n0 ∈ N ώστε x < Un0 . Συνεπώς fn0 (x) = 1 και έτσι f (x) > 0. Εποµένως A = f −1({0}).

1 ΄Ενα υποσύνολο ένος τοπολογικού χώρου X καλείται Gδ σύνολο, αν είναι αριθµήσιµη τοµή ανοικτών υποσυνόλων του X
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5.5 Τελείως Κανονικοί Χώροι

Το Λήµµα του Urysohn υποδεικνύει µία (ϕαινοµενικά για την περίπτωση των ϕυσιολογικών χώρων) ισχυρό-

τερη έννοια διαχωρισµού αντικειµένων, δηλαδή µέσω µίας συνεχούς συνάρτησης. Αποτελεί ϕυσιολογικό

ερώτηµα το αν είναι εφικτή η ίδια µέθοδος διαχωρισµού σε κανονικούς χώρους, δηλαδή αν ισχύει ένα

αντίστοιχο «Λήµµα Urysohn», ή µία τέτοια απαίτηση ϑα δηµιουργήσει ένα νέο διαχωριστικό αξίωµα.

Μία πρώτη προσέγγιση είναι να ανατρέξουµε στην απόδειξη του Λήµµατος Urysohn και να προσπαθήσουµε

να την τροποποιήσουµε για να εφαρµόζεται σε κανονικούς χώρους. Με µία πρόχειρη µατιά, όλα ϕαίνονται

να λειτουργούν. ΄Εστω ένας κανονικός τοπολογικός χώρος X , ένα F ⊆ X κλειστό και x ∈ Bc. Ορίζουµε,

όπως και στην απόδειξη του Λήµµατος Urysohn, U (1) = Bc και επιλέγουµε ένα U (0) ανοικτό, ώστε

x ∈ U (0) ⊆ U (0) ⊆ U (1) (µε χρήση της κανονικότητας του X ). ΄Οµως, στο αµέσως επόµενο ϐήµα,

εµφανίζεται πρόβληµα. Θα ϑέλαµε να ορίσουµε ένα ανοικτό σύνολο U ( 1
2 ), τέτοιο ώστε

U (0) ⊆ U ( 1
2 ) ⊆ U ( 1

2 ) ⊆ U (1).

Για το ϐήµα αυτό, η κανονικότητα του X δεν επαρκεί. Συνεπώς, ξεκινούµε να αντιµετωπίζουµε τη συνθήκη

ως ένα διαφορετικό διαχωριστικό αξίωµα.

Ορισµός 5.5.1. ΄Ενας τοπολογικός χώρος X καλείται τελείως κανονικός ή χώρος T3 1
2

αν για κάθε x ∈ X
και F ⊆ X κλειστό µε x < F, υπάρχει µία συνεχής συνάρτηση f : X → [0,1] µε f (x) = 0 και f (y) = 1
για κάθε y ∈ F.

Παρατηρήσεις 5.5.2. (α) Κάθε τελείως κανονικός χώρος είναι κανονικός, αφού για κάθε x ∈ X και F ⊆ X
κλειστό µε x < F, αν f : X → [0,1] είναι µία συνεχής συνάρτηση µε f (x) = 0 και f (y) = 1 για κάθε

y ∈ F, τότε x ∈ f −1((−∞,1/2)) και F ⊆ f −1((1/2,+∞)) και τα σύνολα f −1((−∞,1/2)), f −1((1/2,+∞))
είναι ανοικτά και ξένα.

(ϐ) Κάθε ϕυσιολογικός T1 τοπολογικός χώρος X είναι τελείως κανονικός. Πράγµατι, αν ένα F ⊆ X είναι

κλειστό και x ∈ X \ F, τότε το {x} είναι κλειστό στο X (και προφανώς {x} ∩ F = ∅). ΄Αρα, από το Λήµµα

του Urysohn, υπάρχει συνεχής συνάρτηση f : X → [0,1], µε f (x) = 0 και f (y) = 1 για κάθε y ∈ F.

Εποµένως ο X είναι τελείως κανονικός.

(γ) Το διάστηµα [0,1] στον ορισµό δεν παρουσιάζει κάποια ιδιαιτερότητα, αλλά µπορεί να αντικτασταθεί από

οποιοδήποτε κλειστό διάστηµα [a,b]. Πράγµατι, αν a,b ∈ R, αντικαθιστώντας την f µε την g = (b−a) f +a,

τότε λαµβάνουµε µία συνεχή συνάρτηση g : X → [a,b] µε g(x) = a και g(y) = b για κάθε y ∈ F.

Πρόταση 5.5.3. Αν X είναι ένας T3 1
2

τοπολογικός χώρος και Y είναι ένας τοπολογικός χώρος, οµοιοµορ-

ϕικός µε τον X , τότε και Y είναι T3 1
2

χώρος.

Απόδειξη: ΄Εστω y ∈ Y και F ⊆ Y κλειστό µε y < F. Αν ϕ : X → Y είναι ένας οµοιοµορφισµός των

X , Y και f : X → [0,1] η συνεχής συνάρτηση που διαχωρίζει τα ϕ−1(y) και ϕ−1(F), τότε η συνάρτηση

f ◦ ϕ−1 : Y → [0,1] έχει τις απαιτούµενες ιδιότητες.

Πρόταση 5.5.4. Αν X είναι ένας T3 1
2

χώρος και A ένας υπόχωρός του, τότε και ο A είναι T3 1
2
.

Απόδειξη: ΄Εστω x ∈ A και F ⊆ A κλειστό στο Α µε x < F. Υπάρχει K , κλειστό υποσύνολο του X ώστε

F = K ∩ A. Αφού ο X είναι T3 1
2
, υπάρχει συνεχής συνάρτηση f : X → [0,1] µε f (x) = 0 και f (y) = 1

για κάθε y ∈ K . Τότε ο περιορισµός f |A : A→ [0,1] έχει τις απαιτούµενες ιδιότητες.
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Πρόταση 5.5.5. ΄Εστω (Xi)i∈I οικογένεια T3 1
2

τοπολογικών χώρων. Τότε ο χώρος X =
∏
i∈I

Xi είναι T3 1
2
.

Απόδειξη: ΄Εστω x ∈ X και F ⊆ X κλειστό µε x < F. Τότε το x ανήκει στο ανοικτό Fc. ΄Αρα υπάρχει

ϐασικό ανοικτό σύνολο

n⋂
k=1
π−1

ik (Vk ), όπου Vk ⊆ Xik ανοικτό για κάθε k , ώστε x ∈
n⋂

k=1
π−1

ik (Vk ) ⊆ Fc.

΄Εχουµε πik (x) = xik ∈ Vk άρα xik < V c
k , το οποίο είναι κλειστό στο Xik για κάθε k . Αφού οι χώροι

Xik είναι T3 1
2
, υπάρχουν συνεχείς συναρτήσεις f k : Xik → [0,1] ώστε f k (xik ) = 0 και f (V c

k ) ⊆ {1}.
΄Ετσι, οι συναρτήσεις f k ◦ πik : X → [0,1], για k = 1, . . . ,n, είναι συνεχείς, άρα η f : X → [0,1] µε

f (y) = max
k=1,...,n

f k ◦ πik (y) είναι συνεχής και ισχύουν τα εξής:

• f (x) = max
k=1,...,n

f k ◦ πik (x) max
k=1,...,n

f k (xik ) = 0, αφού f k (xik ) = 0 για κάθε k = 1, . . . ,n.

• Αν y ∈ F, τότε y <
n⋂

k=1
π−1

ik (Vk ), άρα υπάρχει k0 ∈ {1, . . . ,n} τέτοιο ώστε yik0
= πik0

< Vk0 , δηλαδή

yik0
∈ V c

k0
, εποµένως f k0 (yik0

) = 1. ΄Αρα f (y) = 1.

Παραδείγµατα 5.5.6. (α) Ο χώρος RS είναι T4 και T1, εποµένως είναι T3 1
2
.

(ϐ) Κάθε µετρικός χώρος είναι T4 και T1, εποµένως είναι T3 1
2
.

(γ) Ο χώρος του Sorgenfrey RS × RS είναι T3 1
2
, ως γινόµενο T3 1

2
χώρων, αλλά δεν είναι T4.

Ακόµη δεν έχει δοθεί κάποια ικανοποιητική απάντηση για το αν η κλάση των T3 1
2

είναι γνήσια µεγαλύτερη

της κλάσης των T3 χώρων. Αν εξετάσει κανείς τους T3 χώρους που έχουµε ορίσει µέχρι τώρα δε ϑα

καταφέρει να ϐρει κάποιο αντιπαράδειγµα. Η κατασκευή ενός κανονικού χώρου που δεν είναι T3 1
2
, δεν

είναι καθόλου απλή. Τέτοιοι χώροι όµως υπάρχουν κι έτσι συµπεραίνουµε ότι ένας κανονικός χώρος δεν

είναι, εν γένει, τελείως κανονικός.
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