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4 Κατασκευή νέων τοπολογικών χώρων

Στα πρώτα κεφάλαια εξετάσαµε κάποια παραδείγµατα τοπολογικών χώρων, καθώς και κάποιες µεθόδους

ορισµού µίας τοπολογίας µέσω «εσωτερικών» εννοιών, όπως της ϐάσης και του συστήµατος περιοχών

(Θεώρηµα 1.1.15, Πρόταση 1.1.18, Θεώρηµα 2.1.4, Θεώρηµα 2.1.9). Η Θεωρία µας, όµως, αποδεικνύεται

ουσιαστικά γονιµότερη. Σκοπός µας σε αυτό το κεφάλαιο είναι να περιγράψουµε µεθόδους κατασκευής

νέων τοπολογικών χώρων από ήδη υπάρχοντες.

4.1 Υπόχωροι τοπολογικών χώρων

Η πρώτη και, µάλλον, ϕυσιολογικότερη κατασκευή ενός νέου χώρου από έναν ήδη υπάρχοντα είναι αυτή

του υποχώρου, δηλαδή ο εφοδιασµός κάποιου τυχόντος υποσυνόλου του χώρου µε τοπολογία. ΄Εστω,

λοιπόν, (X,T ) ένας τοπολογικός χώρος και A ⊆ X τυχόν. Μία πρώτη ιδέα ϑα ήταν να εξετάσουµε την

οικογένεια των ανοικτών συνόλων του X που περιέχονται στο A, S = {G ⊆ A : G ∈ T } για υποψήφια

τοπολογία του A. ΄Οµως αυτή η οικογένεια αποτυγχάνει να είναι τοπολογία στη γενική περίπτωση (γιατί;

δώστε ικανή και αναγκαία συνθήκη για το A, ώστε η S να είναι τοπολογία στο A). Μία πιο προσεκτική

προσέγγιση µας οδηγεί στον ακόλουθο ορισµό.

Ορισµός 4.1.1. ΄Εστω (X,T ) τοπολογικός χώρος και A ⊆ X . Η οικογένεια TA = {A ∩ G : G ∈ T } είναι

τοπολογία στο Α (γιατί;) και καλείται σχετική τοπολογία του A (ως προς την T ). Ο τοπολογικός χώρος

(A,TA) λέγεται υπόχωρος του X και τα στοιχεία της TA λέγονται ανοικτά σύνολα στο A.

Σηµειώνουµε ότι κάθε τοπολογική έννοια στο A αναφέρεται στην τοπολογία TA. Για παράδειγµα, ένα

F ⊆ A είναι κλειστό στο A αν είναι κλειστό ως προς την TA (δηάδή A \ F ∈ TA). Χάριν ευκολίας, για ένα

B ⊆ A, ϑα συµβολίζουµε µε clAB και intAB τα clTA B και intTA B αντίστοιχα. Επίσης ϑα συµβολίζουµε µε

NA
x το NTAx , για κάθε x ∈ A. Τέλος, ας παρατηρήσουµε ότι TX = T .

Πρόταση 4.1.2. ΄Εστω (X,T ) τοπολογικός χώρος και A ⊆ X . Αν B είναι ϐάση (αντίστοιχα υποβάση) για

την T , τότε η BA = {B ∩ A : B ∈ B} είναι ϐάση (αντίστοιχα υποβάση) για την TA.

Απόδειξη: Αφού B ⊆ T , έχουµε ότι BA ⊆ TA. ΄Εστω τώρα U ∈ TA. Τότε U = A ∩ G για κάποιο G ∈ T .

Αφού η B είναι ϐάση για την T , G =
⋃
i∈I

Bi για κάποια (Bi)i∈I υποοικογένεια της B. ΄Αρα

U = A
⋂(⋃

i∈I

Bi

)
=
⋃
i∈I

(A ∩ Bi)

και η (A ∩ Bi)i∈I είναι υποοικογένεια της BA. Συνεπώς, η BA είναι ϐάση για την TA.

Η περίπτωση της υποβάσης αφήνεται ως άσκηση.

Παραδείγµατα 4.1.3. (α) ΄Εστω (X, ρ) µετρικός χώρος και A ⊆ X . Τότε (Tρ)A = Tρ|A×A . Πράγµατι, έχουµε:

Bρ(x, ε) ∩ A = Bρ|A×A (x, ε) ∀ x ∈ A, ε > 0,

όπου η {Bρ|A×A (x, ε) : x ∈ A, ε > 0} είναι ϐάση για την Tρ|A×A και η {Bρ(x, ε) : x ∈ A, ε > 0} είναι

ϐάση για την (Tρ)A. Αυτό διότι, αν G ∩ A ∈ (Tρ)A, όπου G ∈ Tρ και x ∈ G ∩ A, τότε υπάρχει ε > 0 ώστε

Bρ(x, ε) ⊆ G, άρα x ∈ Bρ(x, ε) ∩ A ⊆ G ∩ A.
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(ϐ) Από την Πρόταση 4.1.2, ο υπόχωρος [0,1] του R έχει ϐάση την

B = {(a,b) ∩ [0,1] : a,b ∈ R µε a < b}
= {(a,b) : 0 ≤ a < b ≤ 1}

⋃
{[0,b) : b ∈ [0,1]}

⋃
{(a,1] : a ∈ [0,1]} ∪ {[0,1]}.

(γ) ΄Εστω (X,T ) τοπολογικός χώρος και A ⊆ B ⊆ X . Τότε (TB)A = TA. Πράγµατι,

(TB)A = {U ∩ A : U ∈ TB}

= {(G ∩ B) ∩ A : G ∈ T }
= {G ∩ A : G ∈ T }
= TA

Πρόταση 4.1.4. ΄Εστω (X,T ) τοπολογικός χώρος και A ⊆ X .

(i) Αν F ⊆ A, τότε το F είναι κλειστό στο A αν και µόνο αν υπάρχει σύνολο K , κλειστό στο X , ώστε

F = A ∩ K .

(ii) Για κάθε B ⊆ A, clAB = (clX B) ∩ A.

(iii) Για κάθε x ∈ A, NA
x = {U ∩ A : U ∈ Nx }.

(iv) Αν (xλ ) δίκτυο στο A και x ∈ A, τότε xλ → x ως προς TA ⇐⇒ xλ → x ως προς T .

Απόδειξη: (i) ΄Εστω ότι το F είναι κλειστό στο A. ΄Αρα το A\F είναι ανοικτό στο A, δηλαδή A\F = A∩G
για κάποιο G ∈ T . Παίρνοντας συµπληρώµατα ως προς A έχουµε:

F = A \ (A ∩ G) = A \ G = A ∩ Gc,

όπου το K := Gc είναι κλειστό στο X .

Αντίστροφα, έστω ότι F = A∩ K , όπου K κλειστό στο X . Παίρνοντας συµπληρώµατα ως προς A έχουµε:

A \ F = A \ (A ∩ K ) = A \ K = A ∩ Kc,

όπου το G := Kc είναι ανοικτό στο X . ΄Αρα το A \ F ∈ TA κι εποµένως το F είναι κλειστό στο A.

(ii) ΄Εστω B ⊆ A. Από το (i), το (clX B) ∩ A είναι κλειστό στο A και προφανώς περιέχει το B. ΄Αρα

(clX B) ∩ A ⊇ clAB. Αρκεί να δείξουµε ότι αν F είναι ένα κλειστό σύνολο στο A και F ⊇ B, τότε

F ⊇ (clX B) ∩ A. Πράγµατι, από το (i), F = A ∩ K για κάποιο K κλειστό στο X . ΄Εχουµε

B ⊆ F ⊆ K =⇒ clX B ⊆ K =⇒ (clX B) ∩ A ⊆ K ∩ A = F.

(iii) ΄Εστω x ∈ A και U ∈ Nx . Τότε x ∈ U◦ ∩ A ⊆ U ∩ A, όπου U◦ ∩ A ∈ TA. Εποµένως U ∩ A ∈ NA
x . ΄Αρα

NA
x ⊇ {U ∩ A : U ∈ Nx }.

Αντίστροφα, έστω V ∈ NA
x . Τότε x ∈ intAV = A ∩ G για κάποιο G ∈ T . Θέτουµε U = G ∪ V . Τότε

U ∈ Nx (αφού x ∈ G ⊆ U και G ∈ T ) και

U ∩ A = (G ∩ A) ∪ (V ∩ A) = (intAV ) ∪ V = V.

΄Αρα NA
x ⊆ {U ∩ A : U ∈ Nx }. Συνεπώς NA

x = {U ∩ A : U ∈ Nx }.

(iv) ΄Επεται άµεσα από το (iii).
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Παρατηρήσεις 4.1.5. ΄Εστω (X,T ) τοπολογικός χώρος και B ⊆ A ⊆ X .

(α) intAB ⊆ (intX B) ∩ A, αφού (intX B) ∩ A ∈ TA και περιέχεται στο B. Παρατηρούµε ότι δεν ισχύει

γενικά η ισότητα. Για παράδειγµα, έχουµε

Q = intQQ ⫌ (intRQ) ∩ Q = ∅.

(ϐ) Αν το A είναι ανοικτό στο X , τότε το B είναι ανοικτό στο A αν και µόνο αν B ∈ T . Πράγµατι,

(⇒) B = A ∩ G για κάποιο G ∈ T . ΄Αρα το B είναι ανοικτό στο X , ως τοµή δύο ανοικτών.

(⇐) B = A ∩ B, άρα B ανοικτό στο A.

(γ) ΄Οµοια αποδεικνύεται ότι αν το A είναι κλειστό στο X , τότε το B είναι κλειστό στο A αν και µόνο αν το

B είναι κλειστό στο X .

Αξίζει να σηµειώσουµε ότι οι Προτάσεις 4.1.2 και 4.1.4(i)-(iii) κάνουν εµφανή µία πρακτική περιγραφή της

σχετικής τοπολογίας του A, αλλά οι τοπολογικές µας απαιτήσεις από έναν καλό ορισµό σχετικής τοπολογίας

δεν έχουν καλυφθεί. Είδαµε ότι για ένα δίκτυο µε τιµές στον υπόχωρο, η σύγκλιση δεν αλλάζει, είτε

εξεταστεί στην τοπολογία του χώρου, είτε σε αυτήν του υποχώρου (όταν το υποψήφιο όριο ϐρίσκεται στον

υπόχωρο - Πρόταση 4.1.4(iv)). Θα αναµέναµε και µία ανάλογα καλή συµπεριφορά από τις συνεχείς

συναρτήσεις, όπως για παράδειγµα, να είναι συνεχής συνάρτηση (στην τοπολογία του υποχώρου) ο

περιορισµός µίας συνεχούς συνάρτησης. Αυτού του τύπου αποτελέσµατα περιγράφονται στην ακόλουθη

Πρόταση.

Πρόταση 4.1.6. ΄Εστω X, Y τοπολογικοί χώροι και µία συνάρτηση f : X → Y .

(i) Αν η f είναι συνεχής και A ⊆ X , τότε η f |A : A→ Y είναι συνεχής.

(ii) Αν f (X ) ⊆ B ⊆ Y , τότε η f : X → B είναι συνεχής αν και µόνο αν η f : X → Y είναι συνεχής.

(iii) Αν I είναι αυθαίρετο σύνολο και X =
⋃
i∈I

Ai , όπου τα Ai είναι ανοικτά στο X για i ∈ I , τότε η f είναι

συνεχής αν και µόνο αν η f |Ai είναι συνεχής για κάθε i ∈ I .

(iv) Αν X =
n⋃

i=1
Fi , όπου τα Fi είναι κλειστά για i = 1,2, . . . ,n, τότε η f είναι συνεχής αν και µόνο αν η

f |Fi είναι συνεχής για i = 1,2, . . . ,n.

Απόδειξη: (i) Για κάθε G ⊆ Y ανοικτό, ( f |A)−1(G) = A∩ f −1(G), όπου f −1(G) ανοικτό στο X . ΄Αρα, το

( f |A)−1(G) είναι ανοικτό στο A κι εποµένως η f |A είναι συνεχής.

(ii) Για κάθε G ⊆ Y ανοικτό στο Y έχουµε f −1(G) = f −1(B ∩ G), αφού B ⊇ f (X ), άρα έχουµε το

συµπέρασµα.

(iii) ∆είχνουµε διαδοχικά:

(⇒) Προφανές, από (i).
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(⇐) ΄Εστω G ⊆ Y ανοικτό. Τότε έχουµε:

f −1(G) =

(⋃
i∈I

Ai

)
∩ f −1(G) =

⋃
i∈I

(Ai ∩ f −1(G)) =
⋃
i∈I

( f |Ai )
−1(G),

όπου κάθε ( f |Ai )
−1(G) είναι ανοικτό στο Ai , άρα και στο X (από την Παρατήρηση 4.1.5(ϐ)). ΄Αρα

το f −1(G) είναι ανοικτό, ως ένωση ανοικτών. Συνεπώς η f είναι συνεχής.

(iv) Ανάλογα µε το (iii).

Πρόταση 4.1.7. ΄Εστω (X,T ) τοπολογικός χώρος, A ⊆ X και τ : A → X , µε τ(x) = x για κάθε x ∈ A.

Τότε :

(i) η τ είναι συνεχής και

(ii) η TA είναι η µικρότερη τοπολογία στο A ώστε η τ να είναι συνεχής.

Απόδειξη: (i) Για κάθε G ∈ T , τ−1(G) = G ∩ A ∈ TA κι εποµένως η τ είναι συνεχής.

(ii) ΄Εστω T ′ τοπολογία στο A, ώστε η τ να είναι συνεχής. Τότε για κάθε G ∈ T , τ−1(G) = G ∩ A ∈ T ′.
Εποµένως TA ⊆ T

′. ΄Αρα η TA είναι η µικρότερη τοπολογία ώστε η τ να είναι συνεχής.

4.2 Ασθενής τοπολογία ως προς µία οικογένεια συναρτήσεων

Σε αυτή την παράγραφο ξεκινούµε µε ένα σύνολο X , το οποίο ϑέλουµε να εφοδιάσουµε µε µία τοπολογία,

τέτοια ώστε να καθίσταται συνεχής κάθε συνάρτηση µίας οικογένειας συναρτήσεων ( fi)i∈I (οι fi παίρνουν

τιµές σε κάποιους τοπολογικούς χώρους Xi). Αν το X εφοδιαστεί µε µία αρκετά ισχυρή τοπολογία (όπως

η διακριτή), τότε η Ϲητούµενη ιδιότητα ϑα ισχύει. Για το λόγο αυτό, ϕαίνεται ουσιαστικότερο να εστιάσουµε

στη µικρότερη τοπολογία µε την παραπάνω ιδιότητα.

Ορισµός 4.2.1. ΄Εστω X σύνολο, (Xi,Ti) οικογένεια τοπολογικών χώρων και συναρτήσεις fi : X → Xi ,

για κάθε i ∈ I . Θέτουµε

C = { f −1
i (G) : G ∈ Ti, i ∈ I}

Η τοπολογία T που έχει υποβάση την C καλείται ασθενής τοπολογία ως προς την οικογένεια ( fi)i∈I .

Παρατηρήσεις 4.2.2. (α) Η T είναι η µικρότερη τοπολογία στο X ώστε κάθε fi να είναι συνεχής (αφού η

T είναι η µικρότερη τοπολογία που περιέχει την C).

(ϐ) Μία ϐάση για την T είναι η

B =

{
n⋂

k=1

f −1
ik (Gk ) : ik ∈ I, Gk ∈ Tik για k = 1, . . . ,n ∈ N

}
.
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Επίσης, αν Bi είναι ϐάση για την Ti για κάθε i ∈ I , τότε η

B′ =

{
n⋂

k=1

f −1
ik (Gk ) : ik ∈ I, Gk ∈ Bik ∪ {Xik } για k = 1, . . . ,n ∈ N

}

είνα ϐάση για την T . Πράγµατι, B′ ⊆ B ⊆ T και κάθε στοιχείο της B είναι ένωση στοιχείων της B′,

αφού αν x ∈
n⋂

k=1
f −1
ik (Gk ), όπου Gk ∈ Tik για k = 1,2, . . . ,n, τότε fik (x) ∈ Gk για κάθε k . ΄Αρα

υπάρχει Bk ∈ Bik ώστε fik (x) ∈ Bk ⊆ Gk για κάθε k . Συνεπώς x ∈
n⋂

k=1
f −1
ik (Bk ) ⊆

n⋂
k=1

f −1
ik (Gk ), όπου

n⋂
k=1

f −1
ik (Bk ) ∈ B′.

Πρόταση 4.2.3. ΄Εστω (X,T ) τοπολογικός χώρος, ώστε η T να είναι η ασθενής τοπολογία ως προς µία

οικογένεια συναρτήσεων fi : X → Xi, i ∈ I .

(i) Αν Z είναι τοπολογικός χώρος και g : Z → X , τότε

g συνεχής ⇐⇒ fi ◦ g : Z → Xi συνεχής για κάθε i ∈ I .

(ii) Αν (xλ ) είναι δίκτυο στο X και x ∈ X , τότε

xλ → x στην T ⇐⇒ fi (xλ ) → fi (x) στην τοπολογία του Xi , για κάθε i ∈ I .

(iii) Αν A ⊆ X , τότε η σχετική τοπολογία TA συµπίπτει µε την ασθενή τοπολογία ως προς ( fi |A)i∈I .

Απόδειξη: (i) ΄Εστω ότι η g είναι συνεχής. Τότε κάθε fi ◦ g είναι συνεχής, ως σύνθεση συνεχών. ΄Εστω

αντίστροφα ότι κάθε fi ◦ g είναι συνεχής. Τότε για κάθε i ∈ I και G ανοικτό στο Xi το g−1( f −1
i (G)) =

( fi ◦ g)−1(G) είναι ανοικτό στο Z . Αφού η C = { f −1
i (G) : G ⊆ Xi ανοικτό, i ∈ I} είναι υποβάση της T ,

έπεται ότι η g είναι συνεχής.

(ii) Αν xλ → x, τότε fi (xλ ) → fi (x) για κάθε i ∈ I , αφού οι συναρτήσεις fi είναι συνεχείς. ΄Εστω

αντίστροφα, ότι fi (xλ ) → fi (x) για κάθε i ∈ I κι έστω G ανοικτή περιοχή του x. Αφού η B (της

Παρατήρησης 4.4.2(ϐ)) είναι ϐάση για την T , υπάρχουν n ∈ N, i1, i2, . . . , in ∈ I και G1 ⊆ Xi1 ,G2 ⊆

Xi2 , . . . ,Gn ⊆ Xin ανοικτά, ώστε x ∈
n⋂

k=1
f −1
ik (Gk ) ⊆ G. ΄Αρα fik (x) ∈ Gk για κάθε k = 1,2, . . . ,n.

Αφού fik (xλ ) → fik (x) για k = 1,2, . . . ,n, έπεται ότι υπάρχει λk ∈ Λ ώστε fik (xλ ) ∈ Gk για κάθε

λ ≥ λk για k = 1,2, . . . ,n. Επιλέγουµε λ0 ∈ Λ ώστε λ0 ≥ λ1, λ2, . . . , λn. Τότε για κάθε λ ≥ λ0 έχουµε

fik (xλ ) ∈ Gk για κάθε k = 1,2, . . . ,n, δηλαδή xλ ∈
n⋂

k=1
f −1
ik (Gk ) ⊆ G. Εποµένως xλ → x.

(iii) Για κάθε i ∈ I και G ∈ Ti έχουµε f −1
i (G) ∩ A = ( fi |A)−1(G), όπου η οικογένεια { f −1

i (G) ∩ A : i ∈
I, Gi ⊆ Xi ανοικτό} είναι υποβάση για την TA και η οικογένεια {( fi |A)−1(G) : i ∈ I, Gi ⊆ Xi ανοικτό}

είναι υποβάση της ασθενούς τοπολογίας ως προς την οικογένεια συναρτήσεων ( fi |A)i∈I .
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4.3 Τοπολογία γινόµενο

Αν (X,T )και (Y,T ′) είναι δύο τοπολογικοί χώροι, αναµενόµενο είναι να οδηγηθεί κανείς στην αναζήτηση

µίας τοπολογίας στο καρτεσιανό γινόµενο X × Y , η οποία ϑα είναι, κατά µία έννοια, συµβατή µε τις

τοπολογίες των συνόλων X και Y . Μία υποψήφια έννοια συµβατότητας είναι η απαίτηση να είναι συνεχείς οι

συναρτήσεις προβολής στις συντεταγµένες κάθε σηµείου. Εναλλακτικά ϑα µπορούσαµε να απαιτήσουµε

τα ανοικτά σύνολα του καρτεσιανού γινοµένου X × Y να παράγονται από τα γινόµενα των ανοικτών

συνόλων των X και Y (δηλαδή η οικογένεια {U × V : U ∈ T , V ∈ T ′} να είναι ϐάση για την τοπολογία

γινόµενο). Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζεται στην απόδοση τοπολογίας στο καρτεσιανό γινόµενο,

όχι δύο τοπολογικών χώρων, αλλά µίας αυθαίϱετα µεγάλης οικογένειας τοπολογικών χώρων. Αν και

στην πεπερασµένη περίπτωση δεν παρουσιάζεται κάποια διαφορά, στη γενική περίπτωση καρτεσιανού

γινοµένου ϑα απαιτήσουµε την πρώτη έννοια συµβατότητας, όπως ϑα ϕανεί στον Ορισµό 4.3.1. Θα πρέπει

δε να σηµειωθεί, ότι η κατασκευή της τοπολογίας γινόµενο είναι µία κατασκευή εξέχουσας σηµασίας για

τη Γενική Τοπολογία.

Υπενθυµίζουµε ότι αν n ∈ N και X1,X2, . . . ,Xn είναι σύνολα, το καρτεσιανό γινόµενο των Xi ορίζεται ως

εξής:

n∏
i=1

Xi = {(x1, x2, . . . , xn) : x1 ∈ X1, x2 ∈ X2, . . . , xn ∈ Xn}

=

{
x : {1,2, . . . ,n} →

n⋃
i=1

xi : x(i) ∈ Xi για i = 1,2, . . . ,n

}

Ορισµός 4.3.1. ΄Εστω I αυθαίρετο σύνολο και (Xi)i∈I οικογένεια συνόλων. Τότε το σύνολο

X =
∏
i∈I

Xi =

{
x : I →

⋃
i∈I

Xi µε x(i) ∈ Xi για κάθε i ∈ I

}

καλείται καρτεσιανό γινόµενο της οικογένειας (Xi)i∈I . Τα στοιχεία του
∏
i∈I

Xi συµβολίζονται µε x = (xi)i∈I ,

όπου xi = x(i) για κάθε i ∈ I . Τα xi λέγονται συντεταγµένες του x. Η συνάρτηση πi : X → Xi µε

πi (x) = xi για κάθε x ∈ X καλείται προβολή i−τάξης. Αν Xi , ∅ για κάθε i ∈ I , τότε
∏
i∈I

Xi , ∅ (από

αξίωµα της επιλογής). Αν Xi = Y για κάθε i ∈ I , τότε το
∏
i∈I

Xi συµβολίζεται µε Y I και καλείται δύναµη του

Y .

Ορισµός 4.3.2. ΄Εστω (Xi,Ti)i∈I οικογένεια τοπολογικών χώρων, όπου I αυθαίρετο σύνολο. Η ασθενής

τοπολογία του X =
∏
i∈I

Xi ως προς την οικογένεια (πi)i∈I των προβολών, καλείται καρτεσιανή τοπολογία ή

τοπολογία γινόµενο και ο τοπολογικός χώρος X καλείται χώρος γινόµενο της οικογένειας (Xi)i∈I .

Ας εντοπίσουµε όσα έχουµε αναφέρει για την ασθενή τοπολογία στην ειδική περίπτωση της καρτεσιανής

τοπολογίας. Η καρτεσιανή τοπολογία T είναι η µικρότερη τοπολογία στο X ώστε κάθε προβολή πi : X →
Xi να είναι συνεχής. Μία υποβάση για την T είναι η

C = {π−1
i (G) : G ∈ Ti, i ∈ I}.
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Μια ϐάση για την T είναι η

B =
{⋂
π−1

ik (Gk ) : ik ∈ I, Gk ∈ Tik , k = 1,2, . . . ,n και n ∈ N
}

=

{∏
i∈I

Gi : Gi ∈ Ti για κάθε i ∈ I και |{i ∈ I : Gi , Xi}| < ∞

}

διότι
n⋂

k=1

π−1
ik (Gk ) =

∏
i∈I

Gi, όπου Gi =

{
Gk , αν i = ik , k = 1,2, . . . ,n
Xi, αν i < {i1, i2, . . . , in}

.

Η B καλείται κανονική ϐάση για την T . Ακόµη, αν Bi είναι ϐάση για την Ti για κάθε i ∈ I , τότε ϐάση για την

T αποτελεί και η

B′ =
{⋂
π−1

ik (Gk ) : ik ∈ I, Gk ∈ Bik ∪ {Xik }, k = 1,2, . . . ,n και n ∈ N
}

=

{∏
i∈I

Gi : Gi ∈ Bi ∪ {Xi} για κάθε i ∈ I και |{i ∈ I : Gi , Xi}| < ∞

}
.

Πρόταση 4.3.3. ΄Εστω (Xi,Ti)i∈I οικογένεια τοπολογικών χώρων και X =
∏
i∈I

Xi µε την καρτεσιανή τοπολογία

T .

(i) Αν Z είναι τοπολογικός χώρος και f : Z → X , τότε

f συνεχής ⇐⇒ πi ◦ f : Z → Xi συνεχής για κάθε i ∈ I .

(ii) Αν (xλ ) είναι δίκτυο στο X και x ∈ X , τότε

xλ → x ⇐⇒ πi (xλ ) → πi (x) για κάθε i ∈ I .

(iii) Αν Ai ⊆ Xi για κάθε i ∈ I και A =
∏
i∈I

Ai , τότε η σχετική τοπολογία TA του A ως προς T συµπίπτει

µε την καρτεσιανή τοπολογία του A όταν κάθε Ai έχει τη σχετική τοπολογία ως προς Ti . Επιπλέον

A =
(∏

i∈I
Ai

)
=
∏
i∈I

Ai .

(iv) Για κάθε i ∈ I η προβολή πi : X → Xi είναι ανοικτή, αλλά όχι αναγκαία κλειστή.

Απόδειξη: (i), (ii) ΄Αµεσα, από Πρόταση 4.2.3(i), (ii) αντίστοιχα.

(iii) Από την Πρόταση 4.2.3(iii), έχουµε ότι η TA συµπίπτει µε την ασθενή τοπολογία ως προς την οικογένεια

πi |A : A → Xi , i ∈ I . ΄Οµως, η τελευταία είναι ίση µε την ασθενή τοπολογία ως προς την οικογένεια

πi |A : A→ Ai , i ∈ I (γιατί;), δηλαδή είναι ίση µε την καρτεσιανή τοπολογία του A.

∆είχνουµε ότι

(∏
i∈I

Ai

)
=
∏
i∈I

Ai . Παρατηρούµε αρχικά ότι x ∈
∏
i∈I

Ai αν και µόνο αν πi (x) = xi ∈ Ai , όπου

κάθε π−1
i (Ai) είναι κλειστό (αφού κάθε πi είναι συνεχής). Συνεπώς

∏
i∈I

Ai ⊆
∏
i∈I

Ai =
⋂
i∈I
π−1

i (Ai), το οποίο

είναι κλειστό, ως τοµή κλειστών, άρα ∏
i∈I

Ai ⊆
∏
i∈I

Ai .
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Αντίστροφα, έστω x = (xi)i∈I ∈
∏
i∈I

Ai και B ∈ B, όπου B η κανονική ϐάση της T , µε x ∈ B. Αρκεί να

δείξουµε ότι B∩
∏
i∈I

Ai , ∅. ΄Εχουµε ότι B =
∏
i∈I

Gi , όπου Gi ∈ Ti για κάθε i ∈ I και |{i ∈ I : Gi , Xi}| < ∞.

Επίσης, για κάθε i ∈ I , xi ∈ Ai (αφού x ∈
∏
i∈I

Ai) και xi ∈ Gi (αφού x ∈
∏
i∈I

Gi). Εποµένως Ai ∩Gi , ∅ για

κάθε i ∈ I κι έτσι,
∏
i∈I

Ai ∩ Gi , ∅, δηλαδή (
∏
i∈I

Ai) ∩ (
∏
i∈I

Gi) , ∅. ΄Αρα
∏
i∈I

Ai ∩ B , ∅.

(iv) ΄Εστω B ∈ B µε B , ∅. Τότε B =
∏
i∈I

Gi , όπου Gi ∈ Ti και Gi , ∅ για κάθε i ∈ I . ΄Αρα πi (B) = Gi

ανοικτό στο Xi . Εποµένως πi ανοικτή.

Η π1 : R × R → R δεν είναι κλειστή. Πράγµατι το F = {(x,1/x) : x > 0} είναι κλειστό στο R × R ενώ το

π1(F) = (0,+∞) δεν είναι κλειστό στο R.

Παρατήρηση 4.3.4. Αν (X1, ρ1), (X2, ρ2) είναι µετρικοί χώροι, τότε ο χώρος γινόµενο των (X1,Tρ1 )
και (X2,Tρ2 ) µε την καρτεσιανή τοπολογία T είναι µετρικοποιήσιµος µε τη µετρική ρ((x, y), (x′, y′)) =
max{ρ1(x, x′), ρ2(y, y′)}, αφού

Bρ((x, y), ε) = Bρ1 (x, ε) × Bρ2 (y, ε) ∀(x, y) ∈ X1 × X2, ε > 0

και οι οικογένειες {Bρ((x, y), ε) : (x, y) ∈ X1 × X2, ε > 0} και {Bρ1 (x, ε) × Bρ2 (y, ε) : x ∈ X1, y ∈
X2, ε > 0} αποτελούν ϐάσεις για τις τοπολογίες Tρ και T αντίστοιχα.

Θεώρηµα 4.3.5. ΄Εστω Xn, n ∈ N ακολουθία µετρικοποιήσιµων τοπολογικών χώρων και ο χώρος X =
∏

n∈N
Xn

µε την καρτεσιανή τοπολογία. Τότε ο X είναι µετρικοποιήσιµος.

Απόδειξη: Για κάθε n ∈ N, έστω ρn µετρική στο Xn ώστε η Tρn να είναι η τοπολογία του Xn. Μπορούµε

να υποθέσουµε ότι ρn ≤ 1 για κάθε n ∈ N (αντικαθιστώντας τη ρn µε την min(ρn,1)). Ορίζουµε

ρ : X × X → R µε

ρ(x, y) =
∞∑

n=1

1
2n ρn(xn, yn), για κάθε x = (xn), y = (yn) ∈ X.

Η ρ είναι καλά ορισµένη µετρική στο X (γιατί;). Αρκεί να δείξουµε ότι Tρ = T , όπου T η καρτεσιανή

τοπολογία του X .

Για κάθε n ∈ N και x, y ∈ X έχουµε ρn(πn(x), πn(y)) = ρn(xn, yn) ≤ 2nρ(x, y). Εποµένως η πn :
(X,Tρ) → Xn είναι συνεχής. Αφού η T είναι η ελάχιστη τοπολογία στο X ώστε κάθε πn : (X,T ) → Xn
να είναι συνεχής, έπεται ότι T ⊆ Tρ.

Αντίστροφα, έστω G ∈ Tρ. Αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε x ∈ G υπάρχει B ∈ B (όπου B η κανονική

ϐάση της T ) ώστε x ∈ B ⊆ G (διότι τότε το G ϑα είναι ένωση στοιχείων της B, άρα G ∈ T ). ΄Εστω

x = (xn) ∈ G. Αφού G ∈ Tρ, υπάρχει ε > 0, ώστε Bρ(x, ε) ⊆ G. Θέτουµε B =
k⋂

n=1
π−1

n (Bρn (xn, ε/2)),

όπου k αρκετά µεγάλο ώστε 1/2k < ε/2. Τότε B ∈ B, x ∈ B και για κάθε y = (yn) ∈ B έχουµε

ρ(x, y) =
k∑

n=1

1
2n ρn(xn, yn) +

∞∑
n=k+1

1
2n ρn(xn, yn)

≤
ε

2

k∑
n=1

1
2n +

∞∑
n=k+1

1
2n

<
ε

2
+

1
2k
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< ε

΄Αρα y ∈ Bρ(x, ε) ⊆ G. Συνεπώς B ⊆ G.

Πρόταση 4.3.6. ΄Εστω (X,T ) τοπολογικός χώρος ώστε η T να είναι η ασθενής τοπολογία ως προς µία

οικογένεια συναρτήσεων fi : X → Xi , i ∈ I , που διαχωρίζει τα σηµεία του X (δηλαδή, για κάθε x, y ∈ X ,

µε x , y, υπάρχει i ∈ I ώστε fi (x) , fi (y)). Θέτουµε φ : X →
∏
i∈I

Xi µε φ(x) = ( fi (x))i∈I . Τότε η φ

είναι (τοπολογική) εµφύτευση, δηλαδή η φ : X → φ(X ) είναι οµοιοµορφισµός των X και φ(X ), όπου ο

χώρος φ(X ) έχει τη σχετική τοπολογία.

Απόδειξη: Αφού η οικογένεια ( fi)i∈I διαχωρίζει τα σηµεία του X , η φ είναι 1 − 1. ΄Αρα η φ : X → φ(X )
είναι 1 − 1 και επί. ΄Εστω (xλ ) δίκτυο στο X και x ∈ X . Τότε :

xλ → x ⇐⇒ fi (xλ ) → fi (x) για κάθε i ∈ I (από Πρόταση 4.2.3(ii))
⇐⇒ ( fi (xλ ))i∈I → ( fi (x))i∈I στο φ(X ) (από Πρόταση 4.3.3(ii), (iii))
⇐⇒ φ(xλ ) → φ(x) στο φ(X ).

Από το χαρακτηρισµό της συνέχειας µε δίκτυα, έπεται ότι η φ : X → φ(X ) και η φ−1 : φ(X ) → X είναι

συνεχείς.

4.4 Τοπολογία πηλίκο

Στην Τοπολογία εµφανίζονται συχνά καταστάσεις κατά τις οποιές καλούµαστε να κατασκευάσουµε πολύ-

πλοκα αντικείµενα από απλούστερα, χρησιµοποιώντας µεθόδους «συγκόλλησης». Αυτές οι καταστάσεις

ενδέχεται µε µία πρώτη µατιά να ϕαίνονται διαφορετικές, αλλά ουσιαστικά αποτελούν εκφάνσεις µίας

γενικής κατασκευής. Η έννοια της τοπολογίας πηλίκο ουσιαστικά εµπεριέχει την τυπική περιγραφή αυτής

της κατασκευής.

΄Εστω (X,T ) ένας τοπολογικός χώρος και ∼ µία σχέση ισοδυναµίας στο X . ΄Εστω X̃ = X/ ∼ το σύνολο

των κλάσεων ισοδυναµίας ως προς την ∼ (µπορούµε να σκεφτόµαστε την κατασκευή του X̃ ως µία

«συγκόλληση» τµηµάτων του X , συγκεκριµένα ταυτίζουµε τα στοιχεία του X που ανήκουν στην ίδια κλάση

ισοδυναµίας). Σκοπός µας είναι να εφοδιάσουµε το σύνολο X̃ µε µία τοπολογία, τέτοια ώστε η δηµιουργία

του X̃ από το X να γίνεται µε συνεχή τρόπο. Ουσιαστικά, απαιτούµε να είναι συνεχής η κανονική προβολή

π : X → X̃ µε x 7→ [x], όπου [x] η κλάση ισοδυναµίας του x. Αν εφοδιάσουµε το X̃ µε την τετριµµένη

τοπολογία, τότε προφανώς η π ϑα είναι συνεχής. ΄Οµως µία τέτοια κατάσταση δεν παρουσιάζει ενδιαφέρον

και για το λόγο αυτό, ϑα πρέπει να αναζητήσουµε ισχυρότερες τοπολογίες στο X̃ . Αν Tπ είναι η επιθυµητή

τοπολογία στο X̃ , τότε, από τη συνέχεια της π, έχουµε ότι Tπ ⊆ {U ⊆ X̃ : π−1(U) ∈ T }. Αλλά

µπορεί εύκολα κανείς να ελέγξει ότι η οικογένεια {U ⊆ X̃ : π−1(U) ∈ T } είναι µία τοπολογία στο X̃ .

Καταλήγουµε έτσι στον ακόλουθο ορισµό.

Ορισµός 4.4.1. ΄Εστω (X,T ) ένας τοπολογικός χώρος, ∼ µία σχέση ισοδυναµίας στο X και X̃ = X/ ∼ το

σύνολο των κλάσεων ισοδυναµίας ως προς την ∼. Η τοπολογία

Tπ = {U ⊆ X̃ : π−1(U) ∈ T }

του X̃ (όπου π η κανονική προβολή του X ) καλείται τοπολογία πηλίκο και ο χώρος (X̃ ,Tπ) είναι ένας χώρος

πηλίκο του X .

Παρατήρηση 4.4.2. Η Tπ είναι η µεγαλύτερη τοπολογία στο X̃ ώστε η κανονική προβολή π : X → X̃ να

είναι συνεχής.
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Πρόταση 4.4.3. ΄Εστω τοπολογικοί χώροι X,Y και X̃ ένας χώρος πηλίκο του χώρου X . Τότε, µία συνάρτηση

f : X̃ → Y είναι συνεχής αν και µόνο αν η f ◦ π είναι συνεχής.

Απόδειξη: (⇒) ΄Αµεσο, αφού η π είναι συνεχής.

(⇐) Από τον ορισµό της τοπολογίας πηλίκο έχουµε ότι ένα σύνολο V είναι ανοικτό στο X αν και µόνο αν

το π(V ) είναι ανοικτό στο X̃ . ΄Εστω U ένα ανοικτό υποσύνολο του Y . Τότε, από τη συνέχεια της f ◦ π, το

σύνολο ( f ◦ π)−1(U) είναι ανοικτό στο X . ΄Αρα, το σύνολο π[( f ◦ π)−1(U)] είναι ανοικτό στο X̃ . ΄Οµως,

αφού η κανονική προβολή είναι επί του X̃ , ισχύει ότι π[( f ◦ π)−1(U) = π(π−1( f −1(U))) = f −1(U).
∆ηλαδή, το f −1(U) είναι ανοικτό στο X̃ . Συνεπώς η f είναι συνεχής.

Πρόταση 4.4.4. ΄Εστω X , Y τοπολογικοί χώροι και µία συνεχής συνάρτηση f : X → Y η οποία είναι σταθερή

στις κλάσεις ισοδυναµίας της∼. Τότε υπάρχει µοναδική f̃ : X̃ → Y µε f = f̃ ◦π. ∆ηλαδή υπάρχει µοναδική

f̃ έτσι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να µετατίθεται.

X

X̃

Y
f

f̃
π

Απόδειξη: Για κάθε [x] ∈ X̃ ορίζουµε f̃ ([x]) = f (x). Τότε η f είναι καλά ορισµένη (γιατί;) και προφανώς

f = f̃ ◦ π. Από την Πρόταση 4.4.3, η f̃ είναι συνεχής, αφού η f̃ ◦ π = f είναι συνεχής. Η µοναδικότητα

αφήνεται ως άσκηση.

Για να γίνει κατανοητό το πώς µπορούµε να αναγνωρίζουµε ένα χώρο πηλίκο, είναι απαραίτητο να εισά-

γουµε και να µελετήσουµε την έννοια της αποικόνισης πηλίκο.

Ορισµός 4.4.5. ΄Εστω X , Y τοπολογικοί χώροι. Μία συνάρτηση p : X → Y καλείται απεικόνιση πηλίκο ή

συνάρτηση ταύτισης αν υπάρχει σχέση ισοδυναµίας, ∼, στο X και οµοιοµορφισµός φ : X̃ → Y (όπου

ο χώρο πηλίκο X̃ είναι εφοδιασµένος µε την τοπολογία πηλίκο) έτσι ώστε το ακόλουθο διάγραµµα να

µετατίθεται :

X

X̃

Y
p

ϕ
π

Παρατήρηση 4.4.6. Μία απεικόνιση πηλίκο p είναι προφανώς συνεχής και επί. Επιπλέον, ένα U ⊆ Y είναι

ανοικτό αν και µόνο αν το p−1(U) ⊆ X είναι ανοικτό (γιατί;).

Το ακόλουθο Θεώρηµα κάνει ϕανερό το ότι οι παραπάνω ιδιότητες χαρακτηρίζουν τις απεικονίσεις πηλίκο.

Θεώρηµα 4.4.7. ΄Εστω X , Y τοπολογικοί χώροι και p : X → Y µία συνεχής και επί συνάρτηση. Η p είναι

απεικόνιση πηλίκο αν και µόνο αν, ισχύει ότι ένα U ⊆ Y είναι ανοικτό ακριβώς όταν το p−1(U) ⊆ X είναι

ανοικτό.
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Απόδειξη: Το ευθύ είναι γνωστό από την Παρατήρηση 4.4.6. ∆είχνουµε το αντίστροφο. Ορίζουµε στο

X τη σχέση: για x, y ∈ X, x ∼ y ⇐⇒ p(x) = p(y). Η ∼ είναι µία σχέση ισοδυναµίας στο X και από

τον ορισµό της ∼, η p είναι σταθερή στις κλάσεις ισοδυναµίας. Από την Πρόταση 4.4.4, υπάρχει µοναδική

συνεχής συνάρτηση p̃ : X̃ → Y , τέτοια ώστε p = p̃ ◦ π. Από την κατασκευή της, η p̃ είναι 1 − 1 και επί.

Μένει να δείξουµε ότι η p̃ είναι ανοικτή. ΄Εστω U ⊆ X̃ ανοικτό. Από την υπόθεση, για να δείξουµε ότι το

p̃(U) ⊆ Y είναι ανοικτό, αρκεί να δείξουµε ότι το p−1(p̃(U)) ⊆ X είναι ανοικτό. ΄Εχουµε διαδοχικά ότι

p−1(p̃(U)) = (p̃ ◦ π)−1(p̃(U))
= π−1(p̃−1(p̃(U)))
= π−1(U) (αφού η p̃ είναι 1 − 1)

το οποίο είναι ανοικτό, αφού η π είναι συνεχής.

Παρατήρηση 4.4.8. ΄Εστω X , Y τοπολογικοί χώροι και p : X → Y µία συνεχής και επί συνάρτηση. Αν η

p είναι ανοικτή (ή κλειστή) συνάρτηση, τότε, από το Θεώρηµα 4.4.7, είναι απεικόνιση πηλίκο. Γενικά, δεν

ισχύει το αντίστροφο, δηλαδή υπάρχουν απεικονίσεις πηλίκο που δεν είναι ούτε ανοικτές ούτε κλειστές

συναρτήσεις. Για παράδειγµα, αν X = R (µε τη συνήθη τοπολογία), Y = {0,1} (µε την τοπολογία

{Y, ∅, {0}}) και ϕ = χ[0,+∞) , η χαρακτηριστική συνάρτηση του συνόλου [0,+∞). Η ϕ είναι απεικόνιση πηλίκο,

αλλά δεν είναι ούτε ανοικτή, ούτε κλειστή, αφού ϕ((0,+∞)) = {1} όχι ανοικτό και ϕ((−∞,−1]) = {0} όχι

κλειστό στο Y .

Το Θεώρηµα 4.4.7 δεν αποτελεί µόνο µία µέθοδο για να εντοπίσουµε ένα χώρο πηλίκο του X , αλλά

και µέσα από την απόδειξή του, αποκτούµε ένα διαφορετικό τρόπο προσέγγισης την έννοιας του χώρου

πηλίκο. ΄Εστω Z ένα σύνολο και µία επί συνάρτηση ϕ : X → Z . Θα ϑέλαµε να εφοδιάσουµε το Z µε τη

µεγαλύτερη δυνατή τοπολογία Tϕ, έτσι ώστε η ϕ να είναι συνεχής. ∆ουλεύοντας, όπως ακριβώς και στην

αρχή της παραγράφου, καταλήγουµε στην εξής τοπολογία :

Tϕ = {U ⊆ Z : ϕ−1(U) ανοικτό στο X }.

΄Οµως, εύκολα ελέγχει κανείς ότι η τοπολογία Tϕ καθιστά τη ϕ όχι µόνο συνεχή, αλλά και απεικόνιση

πηλίκο, αφού ικανοποιεί την ισοδύναµη συνθήκη του Θεωρήµατος 4.4.7. ∆ηλαδή, ο χώρος (Z,Tϕ) είναι

οµοιοµορφικός µε ένα χώρο πηλίκο του X , ο οποίος περιγράφεται στην απόδειξη του Θεωρήµατος 4.4.7.

Για λόγους απλότητας, στο εξής ϑα λέµε ότι ο (Z,Tϕ) είναι χώρος πηλίκο του X , που επάγεται από τη

συνάρτηση ϕ.

Πρόταση 4.4.9. ΄Εστω X , Y , Z τοπολογικοί χώροι. Αν ο Y είναι χώρος πηλίκο του X και ο Z είναι χώρος

πηλίκο του Y , τότε ο Z είναι χώρος πηλίκο του X . Συγκεκριµένα, αν η τοπολογία πηλίκο του Y επάγεται από

µία συνάρτηση f : X → Y και η τοπολογία πηλίκο του Z επάγεται από µία συνάρτηση g : Y → Z , τότε η

g ◦ f : X → Z είναι απεικόνιση πηλίκο.

Απόδειξη: Για κάθε U ⊆ Z ισχύει η ισότητα f −1(g−1(G)) = (g ◦ f )−1(G). Εποµένως το G είναι ανοικτό

⇐⇒ το g−1(G) ⊆ Y είναι ανοικτό ⇐⇒ το f −1(g−1(G)) = (g ◦ f )−1(G) ⊆ X είναι ανοικτό. ΄Αρα η g ◦ f
είναι απεικόνιση πηλίκο.

΄Εστω τώρα X τοπολογικός χώρος, Y σύνολο και ϕ : X → Y µία συνάρτηση επί του Y . Σε ένα A ⊆ Y
µπορούµε να ορίσουµε τις εξής τοπολογίες:

• τη σχετική τοπολογία (Tϕ)A, του A ως προς την τοπολογία πηλίκο Tϕ του Y που επάγεται από τη

συνάρτηση ϕ.

• την τοπολογία πηλίκο Tϕ|A του A που επάγεται από τη συνάρτηση ϕ|A := ϕ|ϕ−1(A) : ϕ−1(A) → A.
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Αφού η συνάρτηση ϕ|A είναι συνεχής αν το A έχει εφοδιαστεί µε τη σχετική τοπολογία κι αφού η Tϕ|A
είναι η µεγαλύτερη τοπολογία στο A ώστε η ϕ|A να είναι συνεχής, έπεται ότι (Tϕ)A ⊆ Tϕ|A. Γενικά, όµως

δεν ισχύει ισότητα.

Πρόταση 4.4.10. ΄Εστω X τοπολογικός χώρος, ϕ : X → Y µία συνάρτηση επί του συνόλου Y και A ⊆ Y .

Αν ισχύει µία από τις παρακάτω συνθήκες:

(i) Το A είναι ανοικτό ή κλειστό στο Y (ως προς την τοπολογία πηλίκο Tϕ),

(ii) Η ϕ είναι ανοικτή ή κλειστή,

τότε ισχύει ότι (Tϕ)A = Tϕ|A.

Απόδειξη: Αρκεί να δείξουµε ότι (Tϕ)A ⊇ Tϕ|A.

(i) ΄Εστω ότι το A είναι ανοικτό. ΄Εστω G ⊆ A µε G ∈ Tϕ|A. Τότε το σύνολο (ϕ|A)−1(G) = ϕ−1(G)∩ϕ−1(A) =
ϕ−1(G) είναι ανοικτό στο ϕ−1(A) και αφού το ϕ−1(A) είναι ανοικτό στο X , από Παρατήρηση 4.1.5(ϐ), το

ϕ−1(G) είναι ανοικτό στο X . Συνεπώς, G ∈ Tϕ και εφ’οσον G ⊆ A, έχουµε ότι G ∈ (Tϕ)A. ΄Αρα

Tϕ|A ⊆ (Tϕ)A.

Για την περίπτωση που το A είναι κλειστό εργαζόµαστε ανάλογα.

(ii) ΄Εστω ότι η ϕ είναι ανοικτή συνάρτηση. ΄Εστω G ⊆ A µε G ∈ Tϕ|A. Αφού το σύνολο (ϕ|A)−1(G) =
ϕ−1(G) είναι ανοικτό στο ϕ−1(A), υπάρχει U ⊆ X ώστε ϕ−1(G) = U ∩ ϕ−1(A). Τότε G = ϕ(U) ∩ A, και

αφού η ϕ είναι ανοικτή, το ϕ(U) είναι ανοικτό στο Y . ΄Αρα G ∈ (Tϕ)A και συνεπώς Tϕ|A ⊆ (Tϕ)A.

Για την περίπτωση που η ϕ είναι κλειστή εργαζόµαστε ανάλογα.

Κλείνουµε εισάγοντας ένα συµβολισµό, ο οποίος ϑα ϕανεί χρήσιµος στο µέλλον. Αν X είναι ένας

τοπολογικός χώρος και A ⊆ X . Ορίζουµε την εξής διαµέριση

{{x} : x ∈ X \ A} ∪ {A},

και έστω ∼ η σχέση ισοδυναµίας που επάγεται από την παραπάνω διαµέριση. Το χώρο πηλίκο X/ ∼ ϑα τον

συµβολίζουµε µε X/A. Ουσιαστικά, κατά την κατασκευή του X/A όλα τα σηµεία του A ταυτίζονται µεταξύ

τους.
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