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1. Περιεχόµενα ενότητας 
Αριθµητικές µέθοδοι επίλυσης µη γραµµικών εξισώσεων (Η µέθοδος του σταθερού σηµείου - Η 
µέθοδος Newton-Raphson) – Αριθµητική ολοκλήρωση 

2. Σηµειώσεις αριθµητικής ανάλυσης 
Σε µια εξίσωση της µορφής ax + b = 0, η λύση, ως συνάρτηση των παραµέτρων a και b είναι γνωστή 
και δίδεται από τη σχέση x = r = –b/a. r είναι η ρίζα της εξίσωσης και, εκφραζόµενη ως συνάρτηση 
παραµέτρων, αποτελεί την αναλυτική λύση της εξίσωσης. Με βάση αυτήν την αναλυτική λύση, είναι 
δυνατόν να υπολογιστεί και η αριθµητική λύση της εξίσωσης, για συγκεκριµένες τιµές των a και b. 
Για παράδειγµα η αριθµητική λύση της εξίσωσης 2x + 3 = 0 είναι η r = 1,5. 

Ωστόσο, στην πράξη, οι εξισώσεις για τις οποίες είναι γνωστή η αναλυτική λύση είναι λιγότερες από 
αυτές στις οποίες η αναλυτική λύση δεν είναι γνωστή. Για παράδειγµα για την εξίσωση ax + b.ex = 0 
δεν είναι γνωστή η αναλυτική λύση. Το ίδιο ισχύει και για πολλές άλλες εξισώσεις, που απαντώνται 
στις θετικές επιστήµες. Σε τέτοιες περιπτώσεις είναι δυνατή η εύρεση της αριθµητικής λύσης της 
εξίσωσης, όπου αντί για παραµέτρους υπεισέρχονται αριθµοί (π.χ. –2x + 5ex = 0). 

Ανάλογες παρατηρήσεις µπορούν να διατυπωθούν και ως προς τον προσδιορισµό ορισµένων 
ολοκληρωµάτων. Για παράδειγµα η αναλυτική έκφραση για το ορισµένο ολοκλήρωµα ∫cdsinxdx είναι 
γνωστή και ισχύει ∫cdsinxdx = –(cosb – cosa). Όµως για το ορισµένο ολοκλήρωµα ∫cd√(1+sin2x)dx δεν 
έχει βρεθεί αναλυτική έκφραση. Ωστόσο για το ολοκλήρωµα ∫01√(1+sin2x)dx είναι δυνατός ο 
αριθµητικός υπολογισµός, ακολουθώντας κάποιον κατάλληλο αλγόριθµο. 

Αντικείµενο της αριθµητικής ανάλυσης είναι η αριθµητική επίλυση προβληµάτων για τα οποία δεν 
είναι γνωστή η αναλυτική λύση. Η εξεύρεση της αριθµητικής λύσης πραγµατοποιείται µε βάση 
κάποιον αλγόριθµο, που γενικά δεν οδηγεί στην ακριβή λύση του προβλήµατος αλλά σε µια 
αριθµητική τιµή που είναι µια καλή προσέγγιση της ακριβούς λύσης. 

Η αριθµητική ανάλυση αξιοποιείται σε διαφόρους τύπους προβληµάτων, όπως: 

• Υπολογισµός ριζών µη γραµµικών εξισώσεων. 
• Επίλυση γραµµικών συστηµάτων εξισώσεων µε πολλούς αγνώστους. 
• Επίλυση συστηµάτων µη γραµµικών εξισώσεων. 
• Παρεµβολή µε σκοπό τον υπολογισµό ενδιάµεσων τιµών από ένα σύνολο δεδοµένων. 
• Υπολογισµός παραγώγων συναρτήσεων, ακόµα και όταν είναι γνωστές µόνο διακεκριµένες 

τιµές των συναρτήσεων αυτών. 
• Υπολογισµός ολοκληρωµάτων. 
• Επίλυση διαφορικών εξισώσεων. 
• Εύρεση συναρτήσεων που να προσεγγίζουν δεδοµένες τιµές ενός µεγέθους. 
• Υπολογισµός προσεγγιστικών τιµών συναρτήσεων. 

 

Στις σηµειώσεις αυτές, που λόγω της δοµής της ύλης του µαθήµατος «Πληροφορική και Γεωγραφικά 
Συστήµατα Πληροφοριών» είναι περιορισµένες ως προς την έκταση, θα διαπραγµατευτούµε µε 
συντοµία µεθόδους αριθµητικής επίλυσης µη γραµµικών εξισώσεων µιας µεταβλητής, καθώς και 
υπολογισµού ορισµένων ολοκληρωµάτων. 
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2.1 Αριθµητικές µέθοδοι επίλυσης µη γραµµικών εξισώσεων 
Υπάρχει ένα µεγάλο φάσµα µεθόδων αριθµητικής επίλυσης µη γραµµικών εξισώσεων (Gerald & 
Wheatley 1994). Εδώ θα σταθούµε στη µέθοδο του σταθερού σηµείου (fixed point) και στη µέθοδο 
Newton-Raphson.   

2.1.1 Η µέθοδος του σταθερού σηµείου 
Έστω η εξίσωση: 

 

f(x) = 0        (1) 

 

Σύµφωνα µε τη µέθοδο του σταθερού σηµείου, το πρώτο βήµα για την εύρεση των ριζών της 
παραπάνω εξίσωσης είναι η επίλυση αυτής ως προς x, ώστε να προκύψει µια νέα εξίσωση της 
µορφής: 

 

x = g(x)        (2) 

 

Η σχέση (2) λειτουργεί ως αναδροµικός τύπος για τον διαδοχικό υπολογισµό ποσοτήτων xn (n = 0, 1, 
2, 3,…) οι οποίες, µε κατάλληλη επιλογή της αρχικής τιµής x0, συγκλίνουν στη ρίζα r της εξίσωσης 
(1). 

Εποµένως ο αναδροµικός τύπος είναι: 

 

xn+1 = g(xn)        (3) 

 

Τα παραπάνω µπορούν να γίνουν περισσότερο κατανοητά µε ένα συγκεκριµένο παράδειγµα. 

Έστω ότι η f(x) είναι εξ ορισµού ίση µε 3x + sinx – ex, οπότε, ανακαλώντας τη σχέση (1), η εξίσωση 
προς επίλυση είναι η: 

 

3x + sinx – ex = 0       (4) 

 

Η γραφική παράσταση της f ως προς x παρουσιάζεται στο (σχ. 1). 
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Διάγραµµα 1. Γραφική παράσταση της συνάρτησης f(x), όπως αυτή ορίζεται από το αριστερό µέλος της σχέσης 
(4)    

 

Παρατηρούµε ότι η εξίσωση (4) έχει µια ρίζα µεταξύ 0 και 1 και άλλη µια ρίζα κοντά στο 2. 

Σύµφωνα µε τη µέθοδο του σταθερού σηµείου, ο αναδροµικός τύπος για τον υπολογισµό των xn 
προκύπτει από την επίλυση της σχέσης (4) ως προς x και είναι: 

 

xn+1 = −[sinxn – exp(xn)]/3      (5) 

 

Για να συγκλίνει ο αναδροµικός τύπος της σχέσης (5), θα πρέπει να τεθεί µια αρχική τιµή x0 που να 
µην είναι πολύ µακριά από τη ρίζα. Η γραφική παράσταση του (σχ. 1) µπορεί να βοηθήσει στην 
επιλογή του κατάλληλου x0, που θα µπορούσε για παράδειγµα να είναι ίσο µε 1. Θέτοντας λοιπόν 
αρχική τιµή x0 = 1, παίρνουµε τον παρακάτω πίνακα τιµών xn, µε βάση την αναδροµική σχέση (5) (οι 
υπολογισµοί έγιναν µε το λογισµικό Excel): 

α/α xn  
1 0,625604 
2 0,427929 
3 0,37303 
4 0,362563 
5 0,360779 
6 0,360481 
7 0,360432 
8 0,360423 
9 0,360422 
10 0,360422 
11 0,360422 
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Παρατηρούµε ότι από την 9η επανάληψη και µετά (n=9) οι τιµές xn σταθεροποιούνται στο 0,360422. 
Η τιµή αυτή µηδενίζει την εξίσωση (4), όπως εύκολα µπορεί να επαληθευτεί, εποµένως είναι ρίζα της 
εξίσωσης. Η ίδια τιµή σύγκλισης βρίσκεται για κάπως µεγαλύτερες (για παράδειγµα x0 = 1,7) και για 
κάπως µικρότερες τιµές της µονάδας.   

 

 

Διάγραµµα 2. Αναπαράσταση της συµπεριφοράς της αναδροµικής σχέσης για x0 = 1,7 και x0 = 2.   

Στο (σχ. 2) παρουσιάζεται γραφικά το πώς, µε αρχική τιµή x0 = 1,7, οι διαδοχικές τιµές xn συγκλίνουν 
προς το 0,36022, που είναι η µία ρίζα της εξίσωσης (4) και που εντοπίζεται στο σηµείο τοµής της 
ευθείας y = x και της καµπύλης g(x). Ωστόσο για x0 = 2 ή και µεγαλύτερο, η αναδροµική ακολουθία 
δεν συγκλίνει σε κάποια τιµή, όπως φαίνεται στο (σχ. 2). 

Με τη µέθοδο του σταθερού σηµείου κατέστη δυνατή η εύρεση της µιας µόνο ρίζας της εξίσωσης (4). 
Στη συνέχεια θα επιλυθεί αριθµητικά η ίδια εξίσωση µε τη µέθοδο Newton-Raphson. 

2.1.2 Η µέθοδος Newton-Raphson 
Κατά τη µέθοδο Newton-Raphson η αριθµητική επίλυση της εξίσωσης (1) γίνεται µέσω της 
αναδροµικής ακολουθίας: 

 

xn+1 = xn – f(xn)/f’(xn)       (6) 

 

όπου f’ είναι η παράγωγος της f ως προς x.  

Εποµένως η αναδροµική σχέση για την αριθµητική επίλυση της εξίσωσης (4) είναι η: 

 

xn+1 = xn – [3xn + sinxn – exp(xn)]/[3 + cosxn – exp(xn)]  (7) 

 

Θέτοντας x0 = 1 και x0 = 1,5 λαµβάνουµε τις παρακάτω ακολουθίες τιµών xn:  
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α/α xn (x0 = 1) xn (x0 = 1,5) 
1 1 1,5 
2 -0,36638 2,219944 
3 0,297311 1,962962 
4 0,359134 1,894686 
5 0,360421 1,89005 
6 0,360422 1,89003 
7 0,360422 1,89003 

 

Για x0 = 1 λαµβάνουµε τη ρίζα r = 0,364022 που είναι αυτή στην οποία έδωσε η µέθοδος του 
σταθερού σηµείου. Ωστόσο η µέθοδος Newton-Raphson είναι ταχύτερη από αυτήν του σταθερού 
σηµείου, καθώς η πρώτη προσδιορίζει τη ρίζα στην 5η επανάληψη και η δεύτερη στην 9η επανάληψη. 

Για x0 = 1,5 λαµβάνουµε τη δεύτερη ρίζα της εξίσωσης (4), που δεν στάθηκα δυνατό να 
προσδιοριστεί µε τη µέθοδο του σταθερού σηµείου, και που είναι ίση µε 1,89003.  

Στο (σχ. 3) αναπαριστάνεται γραφικά η διαδικασία σύγκλισης της αναδροµικής σχέσης (7) για x0 = 1 
και x0 = 1,5. 

Η ρίζα r = 1,89003 λαµβάνεται και για αρχική τιµή x0 µεγαλύτερη του 1,5. 

Από την παρουσίαση των δυο µεθόδων αριθµητικής επίλυσης µη γραµµικών εξισώσεων, µπορεί 
κανείς να εκτιµήσει ότι η µέθοδος Newton-Raphson είναι ταχύτερη και περισσότερο αξιόπιστη από 
αυτήν του σταθερού σηµείου. Ωστόσο, όπως φαίνεται στο (σχ. 4), υπάρχουν περιπτώσεις όπου η µη 
κατάλληλη επιλογή αρχικής τιµής x0 οδηγεί σε παλινδρόµηση της αναδροµικής ακολουθίας της 
σχέσης (6) γύρω από το τοπικό ελάχιστο, χωρίς να επιτευχθεί η σύγκλιση στη ρίζα r. Παρόλο λοιπόν 
που η µέθοδος Newton-Raphson είναι ίσως η συχνότερα χρησιµοποιούµενη µέθοδος αριθµητικής 
επίλυσης µη γραµµικών εξισώσεων, είναι ενδεχόµενο να µην οδηγήσει στην εύρεση της λύσης, αν 
δεν έχει προσδιοριστεί η κατάλληλη τιµή x0. Στην πράξη, όταν ο χρήστης διαπιστώνει αδυναµία 
σύγκλισης του αλγορίθµου στη ρίζα της εξίσωσης, δοκιµάζει άλλη αρχική τιµή x0, ώστε να επιτευχθεί 
η σύγκλιση. 

 

Διάγραµµα 3. Γραφική αναπαράσταση της σύγκλισης του αλγορίθµου Newton-Raphson για δυο 
διαφορετικές αρχικές τιµές x0  
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Διάγραµµα 4. Αδυναµία σύγκλισης του αλγορίθµου Newton-Raphson στη ρίζα της εξίσωσης   

 

2.2 Αριθµητική ολοκλήρωση 
Μια απλή στη σύλληψη µέθοδος αριθµητικής ολοκλήρωσης είναι ο κανόνας του τραπεζίου 
(trapezoidal rule). Ο κανόνας αυτός βασίζεται στο ότι το ορισµένο ολοκλήρωµα συνάρτησης f(x) ως 
προς x µε διάστηµα ολοκλήρωσης από a ως b είναι το εµβαδόν Ε του χωρίου που ορίζεται από την 
καµπύλη f(x), τον άξονα x και τις κατακόρυφες ευθείες x = a και x = b, όπως φαίνεται στο (σχ. 5). 

 

Διάγραµµα 5. Γραφική αναπαράσταση του ορισµένου ολοκληρώµατος 

Το εµβαδόν Ε ισούται µε το άθροισµα των στοιχειωδών τραπεζίων ΔΕi µε βάσεις xi και xi+1 και µε 
σταθερό ύψος h ίσο µε τη διαφορά xi+1 – xi. Όσο µικρότερο είναι το διάστηµα διαµέρισης h τόσο 
περισσότερο προσεγγίζει το άθροισµα των στοιχειωδών τραπεζίων ΣΔΕi το εµβαδόν Ε, που είναι ίσο 
µε το ορισµένο ολοκλήρωµα f(x)dx από a ως b. 

Εποµένως ισχύει ότι: 
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[ ]f(b)f2...2f2f2ff(a)
2
hf(x)dx n321

b

a

++++++⋅≅∫     (8) 

 

Όπου fi (i = 1, 2, …, n) είναι οι τιµές f για x = xi. 

Είναι δυνατόν να εκτιµηθεί το σφάλµα της αριθµητικής ολοκλήρωσης για δεδοµένο διάστηµα 
διαµέρισης h. Το σφάλµα er είναι (Gerald & Wheatley 1994): 

 

er = – [(b – a)/12].h2.f"(ξ)       (9) 

 

Όπου f"(ξ) είναι η δεύτερη παράγωγος της f για x = ξ τέτοιο ώστε το γινόµενο f(ξ)(b – a) να είναι ίσο 
µε το ορισµένο ολοκλήρωµα fdx από a ως b. Στην πράξη υπολογίζονται οι δυο ακραίες τιµές er που 
αντιστοιχούν στη µέγιστη και στην ελάχιστη τιµή f"(x). 

 

Εφαρµογή: να υπολογιστεί µε τον κανόνα του τραπεζίου το ορισµένο ολοκλήρωµα: 

 

∫ −=
1

0

2 dx)xexp(  I          (10) 

 

Για τον αριθµητικό υπολογισµό του I παίρνουµε διάστηµα διαµέρισης h = 0,01 και, µε τη βοήθεια του 
Excel, υπολογίζουµε τις τιµές exp(0), exp(0,01), exp(0,02), …, exp(1). Στη συνέχεια, µε βάση τη 
σχέση (8), βρίσκουµε: 

 

Ι = 0,746818         (11) 

 

Οι δυο ακραίες τιµές f″(x), όπου f″(x) = (4x2 – 2).exp(–x2),  είναι οι f″(0) = –2 = min και f″(1) = 
0,735759 = max, που, µε βάση τη σχέση (9), αντιστοιχούν σε τιµές σφάλµατος er1 = 2 × 10–5 και er2 
= –6 × 10–6. Εποµένως το σφάλµα αριθµητικής ολοκλήρωσης εκτιµάται µεταξύ –6 × 10–6 (που 
επηρεάζει το ψηφίο του εκατοµµυριοστού του Ι) και 2 × 10–5 (που επηρεάζει το ψηφίο του εκατοντάκις 
χιλιοστού του Ι). 

Σε µια παραλλαγή του κανόνα του τραπεζίου, µειώνουµε κατά το ήµισυ το διάστηµα διαµέρισης h, 
υπολογίζουµε ξανά το Ι και συγκρίνουµε τις τιµές I(h) και I(h/2). Αν η απόλυτη τιµή της διαφοράς των 
δυο αυτών τιµών είναι µικρότερη από µια ορισµένη τιµή κατωφλίου ε, τότε η αριθµητική τιµή του 
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ολοκληρώµατος είναι η I(h/2). Αν η απόλυτη τιµή υπερβαίνει το ε, τότε προχωρούµε σε διαµέριση 
h/4, συγκρίνουµε τα I(h/2) και I(h/4) κ.ο.κ. 

Υπάρχουν πολλές άλλες µέθοδοι αριθµητικής ολοκλήρωσης, για τις οποίες αν θέλει κανείς να 
ενηµερωθεί θα πρέπει να ανατρέξει σε εξειδικευµένα συγγράµµατα αριθµητικής ανάλυσης, όπως 
αυτά που αναφέρονται αµέσως παρακάτω.  
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Σηµειώµατα 
Σηµείωµα Ιστορικού Εκδόσεων Έργου 

Το παρόν έργο αποτελεί την έκδοση 1.0   

 

Σηµείωµα Αναφοράς 

Copyright Εθνικόν και Καποδιστριακόν Πανεπιστήµιον Αθηνών 2014. Γεώργιος Σκιάνης. 
«Γεωγραφικά Συστήµατα Πληροφοριών και Αρχές Τηλεπισκόπησης. Στοιχεία Πληροφορικής και 
Αυτοµατοποιηµένης Επεξεργασίας Δεδοµένων». Έκδοση: 1.0. Αθήνα 2014. Διαθέσιµο από τη 
δικτυακή διεύθυνση: http://opencourses.uoa.gr/courses/GEOL5/ 

 

Σηµείωµα Αδειοδότησης 

Το παρόν υλικό διατίθεται µε τους όρους της άδειας χρήσης Creative Commons Αναφορά, Μη 
Εµπορική Χρήση Παρόµοια Διανοµή 4.0 [1] ή µεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση.   Εξαιρούνται τα 
αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. φωτογραφίες, διαγράµµατα κ.λ.π.,  τα οποία εµπεριέχονται σε αυτό και τα 
οποία αναφέρονται µαζί µε τους όρους χρήσης τους στο «Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων». 

                                          

 

[1] http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/  

 

Ως Μη Εµπορική ορίζεται η χρήση: 

• που δεν περιλαµβάνει άµεσο ή έµµεσο οικονοµικό όφελος από την χρήση του έργου, για το 
διανοµέα του έργου και αδειοδόχο 

• που δεν περιλαµβάνει οικονοµική συναλλαγή ως προϋπόθεση για τη χρήση ή πρόσβαση στο 
έργο 

• που δεν προσπορίζει στο διανοµέα του έργου και αδειοδόχο έµµεσο οικονοµικό όφελος (π.χ. 
διαφηµίσεις) από την προβολή του έργου σε διαδικτυακό τόπο 

Ο δικαιούχος µπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να χρησιµοποιεί το έργο για 
εµπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 

Διατήρηση Σηµειωµάτων 

• Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει να συµπεριλαµβάνει: 
• το Σηµείωµα Αναφοράς 
• το Σηµείωµα Αδειοδότησης 
• τη δήλωση Διατήρησης Σηµειωµάτων  
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• το Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) 

µαζί µε τους συνοδευόµενους υπερσυνδέσµους. 

 

Σηµείωµα Χρήσης Έργων Τρίτων  

Το Έργο αυτό κάνει χρήση των ακόλουθων έργων: 

Εικόνες/Σχήµατα 

Διάγραµµα 1, Σελίδα 6: Η Πανεπιστηµιούπολη, όπως απεικονίστηκε από τον ινδικό δορυφόρο IRS / 
Copyright ISRO / Πηγή: Indian Space Research Organisation (Indian Remote Sensing) / Σύνδεσµος: 
http://www.isro.gov.in 

Διάγραµµα 2, Σελίδα 7: Ο κύβος RGB / Copyright 1997 by Academic Press / Πηγή: Robert A. 
Schowengerdt “Remote Sensing: Models and methods for image processing” 

Διάγραµµα 3, Σελίδα 8: Zakynthos-nasa / Public Domain / Σύνδεσµος: 
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Zakynthos-nasa.png / Πηγή: NASA World Wind 

Διάγραµµα 4, Σελίδα 9: Zakynthos-nasa / Public Domain / Σύνδεσµος: 
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Zakynthos-nasa.png / Πηγή: NASA World Wind 

Διάγραµµα 5, Σελίδα 9: Zakynthos-nasa / Public Domain / Σύνδεσµος: 
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Zakynthos-nasa.png / Πηγή: NASA World Wind 

Πίνακες 

Πίνακας 1, Σελίδα 6: Τµήµα της ψηφιακής εικόνας της πανεπιστηµιούπολης / Άγνωστης προέλευσης 
πίνακας 

Πίνακας 2, Σελίδα 8: Τµήµα της ψηφιακής εικόνας της πανεπιστηµιούπολης / Άγνωστης προέλευσης 
πίνακας 

 

Χρηµατοδότηση 
 

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στo πλαίσιo του εκπαιδευτικού έργου του 
διδάσκοντα. 

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδηµαϊκά Μαθήµατα στο Πανεπιστήµιο Αθηνών» έχει 
χρηµατοδοτήσει µόνο τη αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού.  

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράµµατος «Εκπαίδευση και Δια 
Βίου Μάθηση» και συγχρηµατοδοτείται από την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό 
Ταµείο) και από εθνικούς πόρους. 
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