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Κεντρικό Οριακό Θεώρημα (1η μορφή)

΄Εστω X1, X2, X3, . . . ανεξάρτητες και ισόνομες τ.μ. με

μέση τιμή µ και διασπορά σ2
,

Sn = X1 +X2 + · · ·+Xn, n ≥ 1,

το άθροισμα των πρώτων n από αυτές και

Zn =
Sn − E[Sn]√
V ar[Sn]

=
Sn − nµ
σ
√
n

, n ≥ 1,

η αντίστοιχη τυποποιημένη τ.μ.

Τότε η συνάρτηση κατανομής της Zn συγκλίνει στη

συνάρτηση κατανομής Φ(z) της τυποποιημένης

κανονικής:

lim
n→∞

P (Zn ≤ z) = Φ(z) =
1√
2π

∫ z

−∞
e−

x2

2 dx.
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μέση τιμή µ και διασπορά σ2
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X1 +X2 + · · ·+Xn

n
, n ≥ 1,
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=

√
n(Mn − µ)
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Ερμηνεία του ΚΟΘ

X1, X2, . . . , Xn, . . . ανεξάρτητες και ισόνομες.

E[Xi] = µ, V ar[Xi] = σ2
.

Τότε, για μεγάλα n
Η Sn προσεγγίζεται από μια κανονική N (nµ, nσ2).

Η Mn προσεγγίζεται από μια κανονική N (µ, σ
2

n
).

Υπολογισμοί που αφορούν αθροίσματα και δειγματικούς

μέσους (μέσους όρους) για μεγάλα δείγματα δεδομένων,

γίνονται ‘ξεχνώντας ’ την κατανομή των δεδομένων και

χρησιμοποιώντας την κανονική.
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ΚΟΘ - Τρόπος εργασίας

X1, X2, . . . , Xn ανεξάρτητες και ισόνομες τ.μ.

E[Xi] = µ, V ar[Xi] = σ2
.

n μεγάλο. Πρακτικά χρησιμοποιώ το ΚΟΘ για n ≥ 30.

P (a ≤ Sn ≤ b) =;

΄Εχουμε:

P (a ≤ Sn ≤ b) = P (
a− nµ
σ
√
n
≤ Sn − nµ

σ
√
n
≤ b− nµ

σ
√
n

)

= P (
a− nµ
σ
√
n
≤ Zn ≤

b− nµ
σ
√
n

)

' Φ(
b− nµ
σ
√
n

)− Φ(
a− nµ
σ
√
n

).

Αντώνιος Οικονόμου



ΚΟΘ - Τρόπος εργασίας

X1, X2, . . . , Xn ανεξάρτητες και ισόνομες τ.μ.

E[Xi] = µ, V ar[Xi] = σ2
.

n μεγάλο. Πρακτικά χρησιμοποιώ το ΚΟΘ για n ≥ 30.

P (a ≤ Sn ≤ b) =;

΄Εχουμε:

P (a ≤ Sn ≤ b) = P (
a− nµ
σ
√
n
≤ Sn − nµ

σ
√
n
≤ b− nµ

σ
√
n

)

= P (
a− nµ
σ
√
n
≤ Zn ≤

b− nµ
σ
√
n

)

' Φ(
b− nµ
σ
√
n

)− Φ(
a− nµ
σ
√
n

).

Αντώνιος Οικονόμου



ΚΟΘ - Τρόπος εργασίας

X1, X2, . . . , Xn ανεξάρτητες και ισόνομες τ.μ.

E[Xi] = µ, V ar[Xi] = σ2
.

n μεγάλο. Πρακτικά χρησιμοποιώ το ΚΟΘ για n ≥ 30.

P (a ≤ Sn ≤ b) =;

΄Εχουμε:

P (a ≤ Sn ≤ b) = P (
a− nµ
σ
√
n
≤ Sn − nµ

σ
√
n
≤ b− nµ

σ
√
n

)

= P (
a− nµ
σ
√
n
≤ Zn ≤

b− nµ
σ
√
n

)

' Φ(
b− nµ
σ
√
n

)− Φ(
a− nµ
σ
√
n

).

Αντώνιος Οικονόμου



ΚΟΘ - Τρόπος εργασίας

X1, X2, . . . , Xn ανεξάρτητες και ισόνομες τ.μ.

E[Xi] = µ, V ar[Xi] = σ2
.

n μεγάλο. Πρακτικά χρησιμοποιώ το ΚΟΘ για n ≥ 30.

P (a ≤ Sn ≤ b) =;

΄Εχουμε:

P (a ≤ Sn ≤ b) = P (
a− nµ
σ
√
n
≤ Sn − nµ

σ
√
n
≤ b− nµ

σ
√
n

)

= P (
a− nµ
σ
√
n
≤ Zn ≤

b− nµ
σ
√
n

)

' Φ(
b− nµ
σ
√
n

)− Φ(
a− nµ
σ
√
n

).

Αντώνιος Οικονόμου



ΚΟΘ - Τρόπος εργασίας

X1, X2, . . . , Xn ανεξάρτητες και ισόνομες τ.μ.

E[Xi] = µ, V ar[Xi] = σ2
.

n μεγάλο. Πρακτικά χρησιμοποιώ το ΚΟΘ για n ≥ 30.

P (a ≤ Sn ≤ b) =;

΄Εχουμε:

P (a ≤ Sn ≤ b) = P (
a− nµ
σ
√
n
≤ Sn − nµ

σ
√
n
≤ b− nµ

σ
√
n

)

= P (
a− nµ
σ
√
n
≤ Zn ≤

b− nµ
σ
√
n

)

' Φ(
b− nµ
σ
√
n

)− Φ(
a− nµ
σ
√
n

).

Αντώνιος Οικονόμου



ΚΟΘ - Τρόπος εργασίας

X1, X2, . . . , Xn ανεξάρτητες και ισόνομες τ.μ.

E[Xi] = µ, V ar[Xi] = σ2
.

n μεγάλο. Πρακτικά χρησιμοποιώ το ΚΟΘ για n ≥ 30.

P (a ≤ Sn ≤ b) =;

΄Εχουμε:

P (a ≤ Sn ≤ b) = P (
a− nµ
σ
√
n
≤ Sn − nµ

σ
√
n
≤ b− nµ

σ
√
n

)

= P (
a− nµ
σ
√
n
≤ Zn ≤

b− nµ
σ
√
n

)

' Φ(
b− nµ
σ
√
n

)− Φ(
a− nµ
σ
√
n

).

Αντώνιος Οικονόμου



ΚΟΘ - Τρόπος εργασίας

X1, X2, . . . , Xn ανεξάρτητες και ισόνομες τ.μ.

E[Xi] = µ, V ar[Xi] = σ2
.

n μεγάλο. Πρακτικά χρησιμοποιώ το ΚΟΘ για n ≥ 30.

P (a ≤ Sn ≤ b) =;

΄Εχουμε:

P (a ≤ Sn ≤ b) = P (
a− nµ
σ
√
n
≤ Sn − nµ

σ
√
n
≤ b− nµ

σ
√
n

)

= P (
a− nµ
σ
√
n
≤ Zn ≤

b− nµ
σ
√
n

)

' Φ(
b− nµ
σ
√
n

)− Φ(
a− nµ
σ
√
n

).

Αντώνιος Οικονόμου



ΚΟΘ - Τρόπος εργασίας

X1, X2, . . . , Xn ανεξάρτητες και ισόνομες τ.μ.

E[Xi] = µ, V ar[Xi] = σ2
.

n μεγάλο. Πρακτικά χρησιμοποιώ το ΚΟΘ για n ≥ 30.

P (a ≤ Sn ≤ b) =;

΄Εχουμε:

P (a ≤ Sn ≤ b) = P (
a− nµ
σ
√
n
≤ Sn − nµ

σ
√
n
≤ b− nµ

σ
√
n

)

= P (
a− nµ
σ
√
n
≤ Zn ≤

b− nµ
σ
√
n

)

' Φ(
b− nµ
σ
√
n

)− Φ(
a− nµ
σ
√
n

).

Αντώνιος Οικονόμου



ΚΟΘ De Moivre - Laplace
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Διόρθωση συνέχειας - Ποιότητα προσέγγισης

Αφού η διωνυμική Sn παίρνει τιμές 0, 1, 2, . . . , n, για
οποιαδήποτε k, l τα ενδεχόμενα

{k ≤ Sn ≤ l}, {k − 1 < Sn < l + 1}, {k ≤ Sn < l + 1
2
}

κλπ. ταυτίζονται και επομένως έχουν ίδιες πιθανότ.

Εφαρμόζοντας το ΚΟΘ παίρνουμε διαφορετ. προσεγγ.

Πιο ακριβής είναι η (διόρθωση συνεχείας):

P (k ≤ Sn ≤ l) = P (k − 1

2
≤ Sn ≤ l +

1

2
)

= P (
k − 1/2− np
√
npq

≤ Zn ≤
l + 1/2− np
√
npq

)

' Φ(
l + 1/2− np
√
npq

)− Φ(
k − 1/2− np
√
npq

).
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Παράδειγμα 1: Σύγκριση προσεγγίσεων

Sn διωνυμική κατανομή Bin(36,0.5).
P (Sn ≤ 21) =;

Ακριβής υπολογισμός:

P (Sn ≤ 21) =
21∑
k=0

(
36

k

)
(0.5)36 = 0.8785.

Προσεγγιστικός υπολογισμός ΚΟΘ:

P (Sn ≤ 21) ' Φ(
21− np√
np(1− p)

) = Φ(1) = 0.8413.

Προσεγγιστικός υπολογισμός ΚΟΘ με διόρθωση συνεχ.:

P (Sn ≤ 21) ' Φ(
21.5− np√
np(1− p)

) = Φ(1.17) = 0.8790.

Αντώνιος Οικονόμου
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Παράδειγμα 2: Προσεγγιστικός υπολογισμός

σημειακής διωνυμικής πιθανότητας

Sn διωνυμική κατανομή Bin(36,0.5).
P (Sn = 19) =;

Ακριβής υπολογισμός:

P (Sn = 19) =

(
36

19

)
(0.5)36 = 0.1251.

Προσεγγιστικός υπολογισμός ΚΟΘ με διόρθωση συνεχ.:

P (Sn = 19) = P (18.5 ≤ Sn ≤ 19.5)

= P (
18.5− np
√
npq

≤ Zn ≤
19.5− np
√
npq

)

' Φ(
19.5− 18

3
)− Φ(

18.5− 18

3
) = 0.1240.
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΄Ασκηση 1: Συνολικό κέρδος από ρίψεις ζαριού

Παίκτης ρίχνει δίκαιο ζάρι.

Ο παίκτης χάνει i όταν φέρνει i, για i = 1, 2, 3.

Ο παίκτης κερδίζει 7− i όταν φέρνει i, για i = 4, 5, 6.

Να υπολογιστεί προσεγγιστικά η πιθανότητα σε 42

ρίψεις να έχει συνολικό κέρδος τουλάχιστον 7.
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΄Ασκηση 2: Προσδιορισμός ελάχ. αριθμού κλινών

Πόλη 4000 κατοίκων.

Κατά μέσο όρο 10 άτομα χρειάζονται νοσηλεία κάθε

μέρα.

Να υπολογιστεί προσεγγιστικά ο ελάχιστος αριθμός

κλινών έτσι ώστε η πόλη να εξυπηρετείται χωρίς

διακομιδές ασθενών αλλού με πιθανότητα 95%.
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΄Ασκηση 3: Εισόδημα χαρτοπαίκτη

Το ημερήσιο εισόδημα χαρτοπαίκτη έχει ομοιόμορφη

κατανομή στο διάστημα [−5, 5] (σε χιλιάδες ευρώ).

Να υπολογιστούν προσεγγιστικά:

1 η πιθανότητα σε 48 ημέρες να κερδίσει τουλάχιστον 30,

2 το ποσό s ώστε με πιθανότητα τουλάχιστον 95% κατ΄
απόλυτη τιμή το εισόδημά του σε 48 ημέρες να είναι ≤ s,

3 το πλήθος των ημερών που πρέπει να παίξει ώστε με

πιθανότητα τουλάχιστον 95% το εισόδημά του να είναι

μεταξύ του -50 και του 50.
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΄Ασκηση 4: Δείγμα από λαμπτήρες

Δείγμα από n = 49 λαμπτήρες.

Ο χρόνος ζωής κάθε λαμπτήρα είναι εκθετικός με μέση

ζωή 200 ώρες.

Να υπολογιστούν προσεγγιστικά:

1 η πιθανότητα ο συνολικός χρόνος ζωής και των 49

λαμπτήρων να υπερβαίνει τις 10000 ώρες,

2 η πιθανότητα το πολύ 14 από αυτούς να ζήσουν

λιγότερο από 140 ώρες.

Αντώνιος Οικονόμου
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΄Ασκηση 5: Δημοσκόπηση

100 άνθρωποι συμμετέχουν σε δημοσκόπηση.

Καθένας είναι υπέρ του υποψηφίου πρωθυπουργού Α με

πιθανότητα p, ανεξάρτητα από τους άλλους.

(δηλαδή p είναι το ποσοστό των ψηφοφόρων που είναι

υπέρ του Α στο συνολικό πληθυσμό των εκλογέων).

Βρείτε ένα προσεγγιστικό φράγμα της πιθανότητας το

σφάλμα της εκτίμησης του p από το δειγματικό ποσοστό

των υποψηφίων που είναι υπέρ του Α να είναι

μεγαλύτερο του 0.1.

Πόσοι τουλάχιστον πρέπει να ερωτηθούν ώστε η

πιθανότητα το σφάλμα της εκτίμησης του p από το

δειγματικό ποσοστό των υποψηφίων που είναι υπέρ του

Α να είναι μικρότερο του 0.01 να είναι πάνω από 0.95;
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Α να είναι μικρότερο του 0.01 να είναι πάνω από 0.95;
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΄Ασκηση 5: Δημοσκόπηση
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΄Ασκηση 5: Δημοσκόπηση (συνέχεια)

΄Εστω Mn το δειγματικό ποσοστό των υποψηφίων.

Mn έχει μέση τιμή p και διασπορά
p(1−p)
n

ως δειγματικός

μέσος n ανεξ. δοκιμών Bernoulli.

P (|M100 − p| ≥ 0.1) = ;

n = ; ώστε P (|Mn − p| ≤ 0.01) ≥ 0.95.
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Πίνακας τιμών κανονικής κατανομής
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Πίνακας τιμών κανονικής κατανομής (συνέχεια)
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Τέλος Ενότητας



Χρηματοδότηση

Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στο

πλαίσιο του εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο

Πανεπιστήμιο Αθηνών» έχει χρηματοδοτήσει μόνο την

αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού.

Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού

Προγράμματος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και

συγχρηματοδοτείται από την Ευρωπαϊκή ΄Ενωση

(Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς
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Σημειώματα



Σημείωμα Ιστορικού Εκδόσεων ΄Εργου

Το παρόν έργο αποτελεί την έκδοση 1.0.
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Σημείωμα Αναφοράς

Copyright Εθνικόν και Καποδιστριακόν Πανεπιστήμιον

Αθηνών 2015. Αντώνιος Οικονόμου. «Πιθανότητες και

Στατιστική. Οριακά θεωρήματα στη Θεωρία Πιθανοτήτων».

΄Εκδοση: 1.0. Αθήνα 2015. Διαθέσιμο από τη δικτυακή

διεύθυνση: http://opencourses.uoa.gr/courses/DI46/.
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Σημείωμα Αδειοδότησης

Το παρόν υλικό διατίθεται με τους όρους της άδειας χρήσης Creative
Commons Αναφορά, Μη Εμπορική Χρήση Παρόμοια Διανομή 4.0 [1] ή
μεταγενέστερη, Διεθνής ΄Εκδοση. Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ.

φωτογραφίες, διαγράμματα κ.λ.π., τα οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα

οποία αναφέρονται μαζί με τους όρους χρήσης τους στο «Σημείωμα Χρήσης

΄Εργων Τρίτων».

[1] http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
Ως Μη Εμπορική ορίζεται η χρήση:

που δεν περιλαμβάνει άμεσο ή έμμεσο οικονομικό όφελος από την

χρήση του έργου, για το διανομέα του έργου και αδειοδόχο

που δεν περιλαμβάνει οικονομική συναλλαγή ως προϋπόθεση για τη

χρήση ή πρόσβαση στο έργο

που δεν προσπορίζει στο διανομέα του έργου και αδειοδόχο έμμεσο

οικονομικό όφελος (π.χ. διαφημίσεις) από την προβολή του έργου σε

διαδικτυακό τόπο

Ο δικαιούχος μπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να

χρησιμοποιεί το έργο για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί.
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Διατήρηση Σημειωμάτων

Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει
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το Σημείωμα Αναφοράς

το Σημείωμα Αδειοδότησης

τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων

το Σημείωμα Χρήσης ΄Εργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει)

μαζί με τους συνοδευόμενους υπερσυνδέσμους.
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