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Χρησιμότητα ανισοτήτων - οριακών θεωρημάτων

Πολλές φορές δεν ενδιαφέρει η ακριβής πιθανότητα ενός

ενδεχομένου, αλλά το να είναι πολύ μικρή / πολύ μεγάλη.

Π.χ. στο σχεδιασμό ενός προϊόντος θέλουμε η

πιθανότητα να χαλάσει στον 1ο χρόνο να είναι ≤ 2%.

Π.χ. στο σχεδιασμό ενός εργοστασίου η πιθανότητα

σοβαρού ατυχήματος να είναι κάτω από 1:1000000.

Επομένως χρειαζόμαστε φράγματα για τις πιθανότητες

που να είναι εύκολα υπολογίσιμα.

Πολλές φορές για κάποιο χαρακτηριστικό X (=τ.μ.)

ενός πειράματος τύχης έχουμε πληροφορία μόνο για την

E[X] και την V ar[X].

Θέλουμε εκτιμήσεις πιθανοτήτων για την X που να

βασίζονται μόνο σε αυτές τις περιορισμένες πληροφορίες.
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Χρησιμότητα ανισοτήτων - οριακών θεωρημάτων

Οι ανισότητες δίνουν φράγματα για πιθανότητες που

είναι εύκολα υπολογίσιμα.

Τα οριακά θεωρήματα δίνουν προσεγγιστικούς

υπολογισμούς πιθανοτήτων υπό περιορισμένες

πληροφορίες, όταν ενδιαφερόμαστε για αθροίσματα ή

μέσους όρους (δειγματικούς μέσους) τ.μ.

Πιο συγκεκριμένα τα οριακά θεωρήματα δίνουν εύκολα

πληροφορίες για το άθροισμα και το μέσο όρο πολλών

παρατηρήσεων του ίδιου μεγέθους:

X1, X2, . . . ανεξάρτητες και ισόνομες (ίδια κατανομή).

Sn = X1 +X2 + · · ·+Xn.

Mn = Sn

n
.

Πως συμπεριφέρονται οι Sn και Mn για μεγάλα n;
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Ανισότητα Markov

Αν μια τ.μ. X παίρνει μόνο μη-αρνητικές τιμές, τότε

P (X ≥ a) ≤ E[X]

a
, a > 0.
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Ανισότητα Chebyshev

Αν μια τ.μ. X έχει μέση τιμή E[X] και διασπορά
V ar[X], τότε

P (|X − E[X]| ≥ c) ≤ V ar[X]

c2
, c > 0.
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Ανισότητα Chernoff

Αν μια τ.μ. X έχει μετασχηματισμό (ροπογεννήτρια)

MX(s), τότε

P (X ≥ a) ≤ inf
s>0

e−saMX(s), a ∈ R.
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Ανισότητα Cauchy-Schwartz

Για δυο τ.μ. X και Y ισχύουν:

(E[XY ])2 ≤ E[X2]E[Y 2],

(Cov[X, Y ])2 ≤ V ar[X]V ar[Y ].
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Ανισότητα Jensen

Αν X τ.μ. και f : R→ R κυρτή, τότε:

f(E[X]) ≤ E[f(X)].
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Τι συμβαίνει όταν V ar[X ] = 0;

Αν V ar[X] = 0 τότε

X = E[X] με πιθανότητα 1.
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Ασθενής Νόμος Μεγάλων Αριθμών

΄Εστω X1, X2, X3, . . . ανεξάρτητες και ισόνομες τ.μ. με

μέση τιμή µ και

Mn =
X1 +X2 + · · ·+Xn

n
, n ≥ 1,

ο δειγματικός μέσος τους. Τότε, για κάθε ε > 0 έχουμε

lim
n→∞

P (|Mn − µ| ≥ ε) = 0.

(Mn → µ κατά πιθανότητα).

Ο ασθενής Νόμος των Μεγάλων Αριθμών (ΝΜΑ)

δικαιώνει την ερμηνεία της πιθανότητας ως οριακής

σχετικής συχνότητας.
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σχετικής συχνότητας.
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Κεντρικό Οριακό Θεώρημα (1η μορφή)

΄Εστω X1, X2, X3, . . . ανεξάρτητες και ισόνομες τ.μ. με

μέση τιμή µ και διασπορά σ2
,

Sn = X1 +X2 + · · ·+Xn, n ≥ 1,

το άθροισμα των πρώτων n από αυτές και

Zn =
Sn − E[Sn]√
V ar[Sn]

=
Sn − nµ
σ
√
n

, n ≥ 1,

η αντίστοιχη τυποποιημένη τ.μ.

Τότε η συνάρτηση κατανομής της Zn συγκλίνει στη

συνάρτηση κατανομής Φ(z) της τυποποιημένης

κανονικής:

lim
n→∞

P (Zn ≤ z) = Φ(z) =
1√
2π

∫ z

−∞
e−

x2

2 dx.
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Ερμηνεία του ΚΟΘ

X1, X2, . . . , Xn, . . . ανεξάρτητες και ισόνομες.

E[Xi] = µ, V ar[Xi] = σ2
.

Τότε, για μεγάλα n
Η Sn προσεγγίζεται από μια κανονική N (nµ, nσ2).

Η Mn προσεγγίζεται από μια κανονική N (µ, σ
2

n
).

Υπολογισμοί που αφορούν αθροίσματα και δειγματικούς

μέσους (μέσους όρους) για μεγάλα δείγματα δεδομένων,

γίνονται ‘ξεχνώντας ’ την κατανομή των δεδομένων και

χρησιμοποιώντας την κανονική.
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ΚΟΘ - Τρόπος εργασίας

X1, X2, . . . , Xn ανεξάρτητες και ισόνομες τ.μ.

E[Xi] = µ, V ar[Xi] = σ2
.

n μεγάλο. Πρακτικά χρησιμοποιώ το ΚΟΘ για n ≥ 30.

P (a ≤ Sn ≤ b) =;

΄Εχουμε:

P (a ≤ Sn ≤ b) = P (
a− nµ
σ
√
n
≤ Sn − nµ

σ
√
n
≤ b− nµ

σ
√
n

)

= P (
a− nµ
σ
√
n
≤ Zn ≤

b− nµ
σ
√
n

)

' Φ(
b− nµ
σ
√
n

)− Φ(
a− nµ
σ
√
n

).
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΄Ασκηση 1: Συνολικό φορτίο αεροπλάνου

100 πακέτα φορτώνονται σε ένα αεροπλάνο.

Τα βάρη των πακέτων είναι ανεξ. ισον. τ.μ.

Το βάρος ενός πακέτου έχει την ομοιόμορφη κατανομή

μεταξύ 5 και 50 κιλών.

Να υπολογιστεί προσεγγιστικά η πιθανότητα το

συνολικό φορτίο των 100 πακέτων να ξεπερνά σε βάρος

τους 3 τόνους.

µ = 27.5, σ2 = (50−5)2
12

= 168.75,
z = 3000−100·27.5√

168.75·100 = 1.92, Φ(1.92) = 0.9726.
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΄Ασκηση 2: Συνολική παραγωγή σε καθορ. χρόνο

Μηχανή επεξεργάζεται εξαρτήματα σειριακά.

Οι χρονοι επεξεργ. των εξαρτημάτων ανεξ. ισον. τ.μ.

Ο χρόνος επεξεργασίας ενός εξαρτήματος έχει την

ομοιόμορφη κατανομή στο [1, 5].

Να υπολογιστεί προσεγγιστικά η πιθανότητα ο αριθμός

των εξαρτημάτων που παράγεται σε 320 χρονικές

μονάδες να είναι τουλάχιστον 100.

µ = 3, σ2 = (5−1)2
12

= 4
3
, z = 320−300√

100·4/3
= 1.73,

Φ(1.73) = 0.9582.
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΄Ασκηση 3: Δημοσκόπηση

100 άνθρωποι συμμετέχουν σε δημοσκόπηση.

Καθένας είναι υπέρ του υποψηφίου πρωθυπουργού Α με

πιθανότητα p, ανεξάρτητα από τους άλλους.

(δηλαδή p είναι το ποσοστό των ψηφοφόρων που είναι

υπέρ του Α στο συνολικό πληθυσμό των εκλογέων).

Βρείτε ένα προσεγγιστικό φράγμα της πιθανότητας το

σφάλμα της εκτίμησης του p από το δειγματικό ποσοστό

των υποψηφίων που είναι υπέρ του Α να είναι

μεγαλύτερο του 0.1.

Πόσοι τουλάχιστον πρέπει να ερωτηθούν ώστε η

πιθανότητα το σφάλμα της εκτίμησης του p από το

δειγματικό ποσοστό των υποψηφίων που είναι υπέρ του

Α να είναι μικρότερο του 0.01 να είναι πάνω από 0.95;
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΄Ασκηση 3: Δημοσκόπηση (συνέχεια)

΄Εστω Mn το δειγματικό ποσοστό των υποψηφίων.

Mn έχει μέση τιμή p και διασπορά
p(1−p)
n

ως δειγματικός

μέσος n ανεξ. δοκιμών Bernoulli.

P (|M100 − p| ≥ 0.1) = ;

n = ; ώστε P (|Mn − p| ≤ 0.01) ≥ 0.95.
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Πίνακας τιμών κανονικής κατανομής
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