
Πιθανότητες και Στατιστική

Ενότητα 5:
Πολυδιάστατες τυχαίες μεταβλητές

Αντώνιος Οικονόμου

Σχολή Θετικών Επιστημών

Τμήμα Πληροφορικής και Τηλεπικοινωνιών

Αθήνα 2015

Αντώνιος Οικονόμου



Συνδιακύμανση - Ορισμός

(X, Y ) διδιάστατη τ.μ. Η συνδιακύμανση (ή
συνδιασπορά) των X, Y ορίζεται ως:
Cov[X, Y ] = E[(X − E[X])(Y − E[Y ])].

Αν Cov[X, Y ] = 0, οι X, Y λέγονται ασυσχέτιστες.

Αν Cov[X, Y ] > 0, οι X, Y λέγονται θετικά
συσχετισμένες.

Αν Cov[X, Y ] < 0, οι X, Y λέγονται αρνητικά
συσχετισμένες.

Το πρόσημο της Cov[X, Y ] δίνει κάποια σημαντική
πληροφορία για την εξάρτηση των X, Y .

Εναλλακτικός τρόπος υπολογισμού:

Cov[X, Y ] = E[XY ]− E[X]E[Y ].
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Συνδιακύμανση - Ιδιότητες

Cov[X,X] = V ar[X].

Cov[X, Y ] = Cov[Y,X].

Cov[X, aY + b] = aCov[X, Y ].

Cov[X, Y + Z] = Cov[X, Y ] + Cov[X,Z].

X, Y ανεξάρτητες ⇒ X, Y ασυσχέτιστες.

Προσοχή! Το αντίστροφο δεν ισχύει:

X, Y ασυσχέτιστες 6⇒ X, Y ανεξάρτητες.
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Παράδειγμα: Ασυσχέτιστες 6⇒ Ανεξάρτητες.

(X, Y ) διδιάστατη διακριτή με τιμές
(−1, 0), (0,−1), (0, 1), (1, 0) με πιθανότητες 1

4
η καθεμιά.

Cov[X, Y ] = 0

X, Y όχι ανεξάρτητες.

Είναι μια περίπτωση που E[X|Y = y] ανεξάρτητη του y.

΄Ομως fX|Y (x|y) όχι ανεξάρτητη του y.
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Διασπορά αθροίσματος τ.μ.

΄Εχουμε δει ότι:

X, Y ανεξάρτητες ⇒ V ar[X + Y ] = V ar[X] + V ar[Y ].
΄Ομως γενικά: V ar[X + Y ] 6= V ar[X] + V ar[Y ].

Γενικά ισχύει ότι:

V ar[X + Y ] = V ar[X] + V ar[Y ] + 2Cov[X, Y ].

Για n τυχαίες μεταβλητές:

V ar

[
n∑
i=1

Xi

]
=

n∑
i=1

V ar[Xi] +
∑

1≤i<j≤n

Cov[Xi, Xj].
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Συντελεστής (γραμμικής) συσχέτισης - Ορισμός

Ο συντελεστής (γραμμικής) συσχέτισης δυο τ.μ. X, Y
ορίζεται ως

ρ(X, Y ) =
Cov[X, Y ]√

V ar[X]
√
V ar[Y ]

.

Κανονικοποιημένη εκδοχή της Cov[X, Y ].

Ο ρ(X, Y ) είναι καθαρός αριθμός. Δεν εξαρτάται από τις
μονάδες μέτρησης των X, Y .
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Συντελεστής (γραμ.) συσχέτισης - Ιδιότητες

ρ(aX, bY ) = (πρόσημο του ab) · ρ(X, Y ).

ρ(X, Y ) ∈ [−1, 1].
ρ(X, Y ) = 0 ⇔ X, Y ασυσχέτιστες.

ρ(X, Y ) = 1 ⇔ Y − E[Y ] = c(X − E[X]) με c > 0
(Οι X, Y είναι θετικά γραμμικά συσχετισμένες).

ρ(X, Y ) = −1 ⇔ Y − E[Y ] = c(X − E[X]) με c < 0
(Οι X, Y είναι αρνητικά γραμμικά συσχετισμένες).

Προσοχή! Ο ρ(X, Y ) δεν είναι γραμμικός τελεστής:
Γενικά ρ(X, Y + Z) 6= ρ(X, Y ) + ρ(X,Z).
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Μετασχηματισμοί - Ορισμός

Ο μετασχηματισμός (ροπογεννήτρια) μιας τ.μ. X
ορίζεται ως η συνάρτηση της πραγματικής παραμέτρου s

MX(s) = E[esX ].

Για X διακριτή τ.μ με σμπ. pX(x) είναι:

MX(s) =
∑
x

esxpX(x).

Για X συνεχή τ.μ με σππ. fX(x) είναι:

MX(s) =

∫ ∞
−∞

esxfX(x)dx.
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Μετασχηματισμοί - Ιδιότητες

MX(s) =MY (s) για s ∈ [−a, a] ⇔ X, Y ίδια κατανομή.
(ο μετασχ. προσδιορ. μονοσήμ. την κατανομή μιας τ.μ.).

E[Xn] = dn

dsn
M(s)

∣∣
s=0

.

X1, X2, . . . , Xn ανεξάρτητες,

Sn = X1 +X2 + · · ·+Xn.

⇓
MSn(s) =MX1(s)MX2(s) · · ·MXn(s).

X1, X2, . . . ανεξ., ισόνομες, N ≥ 0, ακέρ., ανεξ. των Xi,

SN = X1 +X2 + · · ·+XN .

⇓
MSN (s) =MN(lnMX(s)).
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Παράδειγμα 1: Μετασχηματισμός διακριτής τ.μ

X διακριτή τ.μ. με σμπ.

pX(2) =
1

2
, pX(3) =

1

6
, pX(5) =

1

3
.

Μετασχηματισμός της X: ; ; ;

MX(s) =
1

2
e2s +

1

6
e3s +

1

3
e5s.
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Παράδειγμα 2: Μετασχηματισμός τ.μ. Poisson

X διακριτή τ.μ. με σμπ.

pX(x) = e−λ
λx

x!
, x = 0, 1, 2, . . . .

Μετασχηματισμός της X: ; ; ;

MX(s) = eλ(e
s−1).
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Παράδειγμα 3: Μετασχηματισμός γεωμετρικής τ.μ.
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Παράδειγμα 4: Μετασχηματισμός εκθετικής τ.μ

X συνεχής τ.μ. με σππ.

fX(x) = λe−λx, x ≥ 0.
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λ− s
.
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Παράδειγμα 5: Μετασχηματισμός κανονικής τ.μ

Y τυποποιημένη κανονική τ.μ. με σππ.

φY (x) =
1√
2π
e−

y2

2 , y ∈ R.

Μετασχηματισμός της Y : ; ; ;

MY (s) = e
s2

2 .

X κανονική τ.μ. N (µ, σ2).

Μετασχηματισμός της X: ; ; ;
X = σY + µ ⇒

MY (s) = e
σ2s2

2
+µs.
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Κατανομές αθροισμάτων τ.μ.

X ∼ Διωνυμ. Bin(n, p) και Y ∼ Διωνυμ. Bin(m, p),
X, Y ανεξάρτητες ⇒
X + Y ∼ Διωνυμική Bin(n+m, p).

X ∼ Poisson(λ) και Y ∼ Poisson(µ),
X, Y ανεξάρτητες ⇒
X + Y ∼ Poisson(λ+ µ).

X ∼ N (µX , σ
2
X) και Y ∼ N (µY , σ

2
Y ),

X, Y ανεξάρτητες ⇒
X + Y ∼ N (µX + µY , σ

2
X + σ2

Y ).
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΄Ασκηση 1: Το πρόβλημα των συναντήσεων

n άνθρωποι έχουν παραγγείλει n διαφορετικά βιβλία σε
έναν ιστότοπο (ο καθένας από 1).

Το σύστημα διαχείρισης των παραγγελιών χαλάει και

στέλνει τα παραγγελθέντα βιβλία στην τύχη (1 στον

καθένα από τους n ανθρώπους).

X= Πλήθος ατόμων που παίρνει το βιβλίο του.

P (X = n) = P (όλοι να πάρουν το βιβλίο τους) = 1
n!
.

P (X = 0) = P (κανένας να πάρει το βιβλίο του) =∑n
k=0

(−1)k
k!

.

E[X] = 1

V ar[X] = ; ; ;
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καθένα από τους n ανθρώπους).

X= Πλήθος ατόμων που παίρνει το βιβλίο του.

P (X = n) = P (όλοι να πάρουν το βιβλίο τους) = 1
n!
.

P (X = 0) = P (κανένας να πάρει το βιβλίο του) =∑n
k=0

(−1)k
k!

.

E[X] = 1

V ar[X] = ;
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΄Ασκηση 2: Γεωμετρικό άθροισμα εκθετικών

΄Εστω X1, X2, . . . ανεξάρτητες εκθετικές τ.μ. με
παράμετρο λ και σππ.

fX(x) = λe−λx, x ≥ 0.

΄Εστω N τ.μ., ανεξάρτητη των X1, X2, . . ., με
γεωμετρική κατανομή με παράμετρο p, δηλαδή σμπ.

pX(x) = (1− p)x−1p, x = 1, 2, . . . .

SN = X1 +X2 + · · ·+XN .

Τι κατανομή ακολουθεί η SN ;
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