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Μέρος I

΄Εναρξη μαθήματος

Γραμμική άλγεβρα Ι
Ευάγγελος Ράπτης

1

Τα παρακάτω κείμενα, γράφονται και ενημερώνονται καθημερινά για τις ανάγκες

του μαθήματος

Γραμμική άλγεβρα Ι.

Καλούνται οι φοιτητές να επισημαίνουν λάθη και παραλείψεις.

Τα μαθήματα θα αρχίσουν την Δευτέρα 1 Οκτωβρίου 2012.

Παρακάτω θα βρείτε συγγράμματα και συνδέσμους σε ηλεκτρονική μορφή, όλα

χρήσιμα για τη μελέτη σας:

1. Πρόκειται για το βιβλίο «Εισαγωγή στη Γραμμική ΄Αλγεβρα, Τόμος Α, Δ.

Βάρσος, Δ. Δεριζιώτης, Μ. Μαλιάκας, Στ. Παπασταυρίδης, Ε. Ράπτης, Ο,

Ταλέλλη, Εκδ. Σοφία 2003 Δείτε εδώ

2. ΄Ενα ακόμη αρκετά καλό βιβλίο Γραμμικής άλγεβρας εδώ

3. Δείτε επίσης και εδώ ένα μάθημα για το «Τί είναι η Γραμμική άλγεβρα»

4. Δείτε στη διεύθυνση εδώ ένα δυνατό υπολογιστικό πακέτο, το οποίο βρίσκεται

ελεύθερο στο δίκτυο και θα μας χρειασθεί σύντομα.

5. Δείτε επίσης εδώ για προετοιμασία το πρώτο μάθημα Γραμμικής άλγεβρας

στο Τμήμα Πληροφορικής και Τηλεπικοινωνιών το χειμερινό εξάμηνο 2009-

10. Επίσης δείτε εδώ και εδώ

1
Ηλεκτρονική διεύθυνση: eraptis@math.uoa.gr Γραφείο: 211, τηλ. 2107276347 Ηλεκτρο-

νική διεύθυνση Ηλεκτρονικής τάξης του μαθήματος: http://eclass.uoa.gr/courses/MATH125/
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http://math.uoa.gr/algebra/GAI.pdf
http://www.free-ebooks.gr/common/katevasma.php?id=114
http://www.youtube.com/watch?v=ZK3O402wf1c&feature=SeriesPlayList&p=E7DDD91010BC51F8
http://www.wolframalpha.com/
http://vod.uoa.gr:8080/uvod/users/secure/uvplayer.jsp?fid=9b44d102.xml
http://www.google.com/url?q=http%3A%2F%2Fvideolectures.uoa.gr%2Fuvod%2Fusers%2Fsecure%2Fflvplayer.jsp%3Furl%3Dhttp%3A%2F%2Fvideolectures.uoa.gr%2Fgr%2Fuoa%2Fmath%2Feraptis%2Fuoa-di-amfith%5Beraptis%5D%5B2011-02-21%5D%5B11h%5D%5B80313%5D.mp4&sa=D&sntz=1&usg=AFQjCNHqFLGyn6KzQ540CVuaHNAQY9H_0Q
http://www.google.com/url?q=http%3A%2F%2Fvideolectures.uoa.gr%2Fuvod%2Fusers%2Fsecure%2Fflvplayer.jsp%3Furl%3Dhttp%3A%2F%2Fvideolectures.uoa.gr%2Fgr%2Fuoa%2Fmath%2Feraptis%2Fuoa-di-amfith%5Beraptis%5D%5B2011-02-21%5D%5B12h%5D%5B81603%5D.mp4&sa=D&sntz=1&usg=AFQjCNGUGPTcjDGwrE3ULl32y8K5oj_lfA


Οι παράπλευρες σελίδες συζήτησης

Μπορείτε να διατυπώνετε τις απορίες σας και τις σκέψεις σας:

1. Στον σύνδεσμο Τηλεσυνεργασία, είναι ο σύνδεσμος αριστερά στη σελίδα

του μαθήματος. Στη σελίδα αυτή έχετε τη δυνατότητα να γράφετε και λίγα

μαθηματικά σύμβολα

2. Στον σύνδεσμο Περιοχές Συζητήσεων, αριστερά στη σελίδα του

μαθήματος .

Τηλεδιασκέψεις

Κατά τη διάρκεια του μαθήματος θα γίνουν πολλές Τηλεδιασκέψεις. Κάθε

Τηλεδιάσκεψη θα ανακοινώνεται έγκαιρα
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Μέρος II

Αρχικά μαθήματα

1 Μάθημα 1

Δευτέρα 1 Οκτωβρίου 2012

1.1 Εισαγωγή

Η Γραμμική άλγεβρα
2
είναι μέρος της προσπάθειας να κατανοήσουμε το χώρο και

τον κόσμο γύρω μας.

Θα δούμε στην αρχή σημαντικές έννοιες όπως τα σύνολα και οι απεικονί-

σεις.

1.2 Πορεία μελέτης

1. Δείτε από το βιβλίο Εισαγωγή στη Γραμμική άλγεβρα τον ορισμό του συνόλου

2. Δείτε και εδώ μία άλλη ματιά για τα σύνολα

3. Δείτε και εδώ την ελληνική εκδοχή των παραπάνω

4.

Ορισμός 1.1. Δύο σύνολα Α και Β λέγονται ίσα (θα συμβολίζουμε Α=Β)

εάν και μόνο εάν έχουν τα ίδια ακριβώς στοιχεία

5. Δείτε προσεκτικά τον ορισμό του κενού συνόλου:

Ορισμός 1.2. Το σύνολο που δεν έχει στοιχεία το λέμε κενό σύνολο και

το συμβολίζουμε με το σύμβολο ∅

6. Δείτε από το βιβλίο Εισαγωγή στη Γραμμική άλγεβρα τον ορισμό της τομής

δύο συνόλων, της ένωσης δύο συνόλων και της διαφοράς δύο συνόλων

2
Το βιβλίο αυτό γράφεται κατά τη διάρκεια του Φθινοπώρου 2012 για τις ανάγκες της διδασκα-

λίας του μαθήματος Γραμμική άλγεβρα Ι(121)

Ευάγγελος Ράπτης Πανεπιστήμιο Αθηνών Τμήμα Μαθηματικών
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http://math.uoa.gr/algebra/GAI.pdf
http://en.wikipedia.org/wiki/Set_(mathematics)
http://el.wikipedia.org/wiki/%CE%A3%CF%8D%CE%BD%CE%BF%CE%BB%CE%BF
http://math.uoa.gr/algebra/GAI.pdf


1.3 Γραμμικά συστήματα

Σε επόμενα μαθήματα θα μελετήσουμε συστηματικά τα γραμμικά συστήματα, διότι

είναι σημαντικό μέρος της Γραμμικής άλγεβρας. Στο σημερινό μάθημα απλά θέ-

τουμε τα ερωτήματα. Αρχίζουμε με ένα παράδειγμα γραμμικού συστήματος τριών

εξισώσεων με τρείς αγνώστους:

(Σ)
x+ 2y + 3z = 0
4x+ 5y + 6z = 0
7x+ 8y + 9z = 0

Ερωτήματα

1. Τι είναι το σύνολο λύσεων του συστήματος (Σ);

2. Ποια είναι τα γεωμετρικά χαρακτηριστικά του (Σ);

3. Υπάρχουν άλλα συστήματα με το ίδιο σύνολο λύσεων;

4. ΄Εχει το σύστημα (Σ) πεπερασμένο ή άπειρο σύνολο λύσεων;

5. Ποιο είναι το «απλούστερο» κατά την γνώμη σας γραμμικό σύστημα με το

ίδιο σύνολο λύσεων όπως το (Σ);

Τέλος του πρώτου μαθήματος

8



2 Μάθημα 2

Τετάρτη 3 Οκτωβρίου 2012

2.1 Εσωτερικά γινόμενα

1. Το σύνολο ζευγών πραγματικών αριθμών το συμβολίζουμε μεR2
. Στο σύνολο

αυτό ορίζουμε το εσωτερικό γινόμενο ως εξής:

(α1, α2) · (β1, β2) = α1β1 + α2β2

2. Το σύνολο τριάδων πραγματικών αριθμών το συμβολίζουμε με R3
. Στο σύ-

νολο αυτό ορίζουμε το εσωτερικό γινόμενο ως εξής:

(α1, α2, α3) · (β1, β2, β3) = α1β1 + α2β2 + α3β3

Τα εσωτερικά γινόμενα έχουν έναν σημαντικό ρόλο στη μελέτη της Γραμμικής

άλγεβρας. Θα δούμε αρκετά στα επόμενα μαθήματα

2.2 Αρχίζοντας τη μελέτη της Γραμμικής άλγεβρας

1. Δείτε ξανά μία εισαγωγή στην Γραμμική άλγεβρα του καθηγητή W.Strang,
MIT εδώ

2. Διαβάστε την Εισαγωγή από το βιβλίο «Εισαγωγή στη Γραμμική άλγεβρα

Τόμος Α»
3

3. Ρίξτε επίσης μια ματιά και στη διεύθυνση

΄Εγκυκλοπαίδεια wikipedia Στη διεύθυνση αυτή θα βρείτε και άλλα ιστορικά

στοιχεία, όπως και υλικό για τη Γραμμική άλγεβρα

4. Αρχίζουμε να μελετάμε τους πίνακες. Οι πίνακες είναι πρωταρχικής σημα-

σίας στο μάθημα αυτό.

Συνοπτικά μιλώντας (ο ακριβής ορισμός θα δοθεί στη συνέχεια) πίνακας εί-

ναι μία ορθογώνια διευθέτηση αντικειμένων. Για παράδειγμα το σύμβολο
1 2 3
4 5 6
7 8 9
10 11 12


είναι ένας πίνακας 4 γραμμών και 3 στηλών ή ένας 4× 3 πίνακας.

Ο όρος στα αγγλικά είναι matrix.

3
Το βιβλίο αυτό θα το βρείτε ηλεκτρονικά από την αρχική σελίδα του μαθήματος
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http://www.youtube.com/watch?v=ZK3O402wf1c&feature=SeriesPlayList&p=E7DDD91010BC51F8
http://en.wikipedia.org/wiki/Linear_Algebra


5. Θα μπορούσαμε να πούμε ότι κύριος στόχος του μαθήματος είναι να μελετήσει

τη δομή του συνόλου λύσεων Λ του γραμμικού συστήματος:

(Σ)

α11 · x1 + α12 · x2 + · · ·+ α1ν · xν = β1
α21 · x1 + α22 · x2 + · · ·+ α2ν · xν = β2
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
αµ1 · x1 + αµ2 · x2 + · · ·+ αµν · xν = βµ

όπου τα αij, βi είναι συντελεστές
4

6. Δείτε επίσης το βίντεο εδώ και μελετήστε ένα δικό σας ομογενές σύστημα.

7.

Ορισμός 2.1. Σύνολο λύσεων του συστήματος (Σ) είναι το σύνολο

Λ = {(ξ1, ξ2, · · · , ξν} που έχει την ιδιότητα αν θέσουμε

x1 = ξ1, x2 = ξ2, · · · , xν = ξν , τότε όλες οι εξισώσεις του συστήματος

επαληθεύονται.

Σε κάθε γραμμικό σύστημα (Σ) όπως πιο πάνω αντιστοιχούν δύο πίνακες

E =


α11 α12 α1ν β1
α21 α22 α2ν β2
· · · · · · · · · · · ·
αµ1 αµ2 αµν βµ


και ο πίνακας

A =


α11 α12 α1ν

α21 α22 α2ν

· · · · · · · · ·
αµ1 αµ2 αµν


Ορισμός 2.2. Ο πίνακας Α ονομάζεται πίνακας του συστήματος. Ο

πίνακας Ε ονομάζεται επαυξημένος πίνακας του συστήματος

Εύκολα παρατηρούμε ότι το ζεύγος των πινάκων Α και Ε κωδικοποιούν πλή-

ρως όλες τις πληροφορίες του συστήματος.

4
Χωρίς λάθος μπορούμε να θεωρούμε ότι οι συντελεστές είναι πραγματικοί αριθμοί. Σε επόμενα

μαθήματα θα αποσαφηνίσουμε περισσότερο το ρόλο των συντελεστών
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http://www.youtube.com/watch?v=xG1zb9m6Wns&feature=PlayList&p=D653D4780D22952F&index=2


2.3 Μελέτη εισαγωγικών εννοιών

1. Δείτε από το βιβλίο «Εισαγωγή στη Γραμμική άλγεβρα Τόμος Α» τον ορισμό

του καρτεσιανού γινομένου συνόλων

2. Δείτε από το βιβλίο «Εισαγωγή στη Γραμμική άλγεβρα Τόμος Α» τον ορισμό

της σχέσης ισοδυναμίας

Ορισμός 2.3. ΄Εστω Α ένα μη-κενό σύνολο. Διαμέριση του συνόλου Α είναι

μία οικογένεια υποσυνόλων του Ai, i ∈ I με τις παρακάτω ιδιότητες

1. Ai 6= ∅ ∀i ∈ I

2. Ai ∩ Aj = ∅ εάν i 6= j

3.
⋃
i∈I Ai = A

Θα πρέπει κανείς να σταθεί πολύ στον ορισμό αυτό ξεκινώντας τη μελέτη στην

΄Αλγεβρα.

Στο σημείο αυτό δείτε το βίντεο εδώ

Κάθε διαμέριση δημιουργεί μία σχέση μεταξύ των στοιχείων του Α ως εξής:

Το στοιχείο χ του Α σχετίζεται με το στοιχείο ψ του Α εάν το

χ και το ψ βρίσκονται σε κάποιο Ai και τα δύο

Θα συμβολίζουμε χ ∼ψ
Η παραπάνω σχέση έχει τις παρακάτω ιδιότητες:

1. χ ∼χ για κάθε στοιχείο χ του Α. Αυτό είναι άμεσο. Η ιδιότητα αυτή λέγεται

αυτοπαθής

2. Αν x ∼ y τότε x, y ∈ Ai για κάποιο Ai και άρα y, x ∈ Ai, δηλαδή y ∼ x. Η

ιδιότητα αυτή λέγεται συμμετρική

3. Αν x ∼ y και y ∼ z, τότε τα x, y, z ∈ Ai για κάποιο κοινό Ai οπότε x ∼ z.
Η ιδιότητα αυτή λέγεται μεταβατική

Μπορούμε εδώ να διατυπώσουμε την παρακάτω

Πρόταση 2.4. ΄Εστω Α ένα μη κενό σύνολο. Κάθε διαμέριση του συνόλου Α

επάγει(δημιουργεί) μία σχέση ισοδυναμίας στο σύνολο Α

Απόδειξη ΄Αμεση από την παραπάνω συζήτηση

Στην πραγματικότητα αν Α ένα μη κενό σύνολο, μία σχέση ισοδυναμίας στο Α

είναι ένα μη κενό υποσύνολο R του καρτεσιανού γινομένου A×A δηλαδή R ⊆ A×A
με τις παρακάτω ιδιότητες:
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http://www.youtube.com/watch?v=HcUznV5M8aQ


1. (x, x) ∈ R για κάθε x ∈ A

2. Αν (x, y) ∈ R, τότε (y, x) ∈ R

3. Αν (x, y) ∈ R και (y, z) ∈ R, τότε (x, z) ∈ R

Πολλές φορές θα συμβολίζουμε ή (x, y) ∈ R ή xRy ή x ∼ y

Με βάση αυτόν το γενικό ορισμό της σχέσης ισοδυναμίας στο μη κενό σύνολο

Α δημιουργούμε υποσύνολα ως εξής:

Αν x ∈ A , τότε [x] = {y ∈ A | y ∼ x}
Κάθε υποσύνολο [x] όπως παραπάνω θα το ονομάζουμε

κλάση ισοδυναμίας με αντιπρόσωπο το x

Πρόταση 2.5. ΄Εστω ∼ μία σχέση ισοδυναμίας στο μη-κενό σύνολο Α

1. Κάθε κλάση ισοδυναμίας [x] περιέχει το x διότι x ∼ x. ΄Αρα κάθε κλάση

ισοδυναμίας είναι μη-κενό σύνολο

2. Αν [x] [y] δύο κλάσεις ισοδυναμίας, τότε είτε [x] = [y] είτε [x] ∩ [y] = ∅

3.
⋃
x∈A[x] = A

Απόδειξη: Το σημείο 1 έχει ήδη αποδειχθεί

Για το σημείο 2 τώρα. Αν [x] ∩ [y] = ∅ είναι δεκτό. Αν [x] ∩ [y] 6= ∅, τότε υπάρχει

ω ∈ [x]∩ [y] και έτσι x ∼ ω και y ∼ ω. Τότε όμως λόγω της μεταβατικής ιδιότητας

έχουμε x ∼ y και έτσι [x] = [y]
Η τρίτη απαίτηση είναι άμεση, διότι κάθε x ∈ [x] και έτσι

⋃
x∈A[x] = A

Καταλήγουμε έτσι ότι το σύνολο [x] | x ∈ A, δηλαδή το σύνολο των κλάσεων

ισοδυναμίας σχηματίζει μία διαμέριση του Α

Καταλήξαμε στο παρακάτω πολύ σημαντικό:

Θεώρημα 2.6. ΄Εστω Α ένα μη κενό σύνολο. Υπάρχει μία 1-1 και επί σχέση

D −→ I

όπου D το σύνολο των διαμερίσεων του Α και I το σύνολο των σχέσεων ισοδυνα-

μίας. Κάθε διαμέριση απεικονίζεται σε μία σχέση ισοδυναμίας που περιγράψαμε πιο

πάνω. Αντίστροφα κάθε σχέση ισοδυναμίας δημιουργεί μία διαμέριση που επίσης

περιγράψαμε πιο πάνω. Η μία απεικόνιση είναι αντίστροφη της άλλης

Ορισμός 2.7. ΄Εστω Α ένα μη κενό σύνολο και ∼ μία σχέση ισοδυναμίας στο

σύνολο αυτό.

1. Το σύνολο {[x], x ∈ A} δηλαδή το σύνολο των κλάσεων ισοδυναμίας λέγεται

σύνολο-πηλίκο και συμβολίζεται A/ ∼

2. Η απεικόνιση A −→ A/ ∼ με x 7−→ [x] λέγεται προβολή
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2.4 Και άλλες σκέψεις

1. Στο σύνολο των πραγματικών αριθμών R ορίζουμε τη σχέση:

α ∼ β ⇐⇒ η διαφορά α− β είναι ακέραιος αριθμός.

Εξετάστε εάν η σχέση αυτή είναι σχέση ισοδυναμίας. Βρείτε και τις κλάσεις

ισοδυναμίας αν είναι πράγματι σχέση ισοδυναμίας. Σκεφθείτε μία γεωμετρική

προσέγγιση.

2. Στο σύνολο των ακεραίων αριθμών Z ορίζουμε τη σχέση:

α ∼ β ⇐⇒ το 2 διαιρεί τη διαφορά α− β .

Δείξτε ότι η σχέση αυτή είναι σχέση ισοδυναμίας. Βρείτε και τις κλάσεις

ισοδυναμίας

Τέλος του δευτέρου μαθήματος
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3 Μάθημα 3

Παρασκευή 4 Νοεμβρίου 2011

3.1 Μελέτη εισαγωγικών εννοιών

1. Δείτε από το βιβλίο «Εισαγωγή στη Γραμμική άλγεβρα Τόμος Α»
5
τον ορισμό

της απεικόνισης και τα παραδείγματα

2. Πότε μία απεικόνιση λέγεται ότι είναι 1-1;, πότε επί;

3.2 Πορεία μελέτης

1. Μελετήστε την παράγραφο 2.1 του κεφαλαίου 2 (Πίνακες και Γραμμι-

κές εξισώσεις) σελίδα 29 από το βιβλίο «Εισαγωγή στη Γραμμική άλγεβρα

Τόμος Α»
6

2. Μελετήστε τους ορισμούς 2.2.1 , 2.2.2 , 2.2.3 , 2.2.4 καθώς και τα παρα-

δείγματα 2.2.5 , 2.2.6 και 2.2.7 σελ 31 και 32 από το βιβλίο «Εισαγωγή στη

Γραμμική άλγεβρα Τόμος Α»

3. Δείτε στη διεύθυνση εδώ σχετικά με τους πίνακες.

3.3 Ασκήσεις

Οι λύσεις των παρακάτω ασκήσεων να γίνουν στοιχειωδώς.

΄Ασκηση 3.1. 1. Να βρεθεί το σύνολο λύσεων του παρακάτω συστήματος

3x+ 5y + 6z = 28
x+ y + z = 6
δηλαδή να βρεθεί το σύνολο Λ όλων των τριάδων (ξ1, ξ2, ξ3) πραγματικών αριθ-

μών, έτσι ώστε αν αντικαταστήσουμε x = ξ1, y = ξ2, z = ξ3, ικανοποιούνται
και οι δύο εξισώσεις του συστήματος.

2. Να κάνετε το ίδιο και για το σύστημα
3x+ 5y + 6z = 0
x+ y + z = 0

3. Αν Λ το σύνολο λύσεων του πρώτου συστήματος και Λ′ το σύνολο λύσεων του

δευτέρου, να βρεθεί η τομή Λ ∩ Λ′

5
Το βιβλίο αυτό θα το βρείτε ηλεκτρονικά από την αρχική σελίδα του μαθήματος
6
Το βιβλίο αυτό θα το βρείτε ηλεκτρονικά από την κεντρική σελίδα του μαθήματος
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http://en.wikipedia.org/wiki/Matrix_%28mathematics%29


3.4 Σχόλια για τις προτεινόμενες ασκήσεις

1. Για την πρώτη άσκηση βρίσκουμε με οποιονδήποτε τρόπο ότι υπάρχει έστω

και μία τριάδα (ξ1, ξ2, ξ3) πραγματικών αριθμών, που είναι λύση. Αργότερα θα

πούμε «σίγουρες» διαδικασίες για εύρεση λύσης. Μετά ( αφού δηλαδή εξα-

σφαλίσουμε ότι το σύνολο λύσεων Λ είναι μη-κενό) σκεφθείτε «γεωμετρικά»

τι περιμένουμε να είναι το Λ. Η πρώτη εξίσωση, λοιπόν, η 3x+ 5y + 6z = 28
του συστήματος από μόνη της παριστάνει ένα επίπεδο στον χώρο που ζούμε

7
.

Το ίδιο και η δεύτερη εξίσωση x + y + z = 6 παριστάνει ένα επίπεδο. Επι-

στρατεύουμε εδώ τη φαντασία μας για να μαντέψουμε το αποτέλεσμα και τη

μαθηματική μας διαίσθηση για να προχωρήσουμε αυστηρά. Αν τα δύο επίπεδα

είναι παράλληλα, τότε δεν τέμνονται και έτσι το σύστημα δεν έχει λύσεις,

δηλαδή το Λ είναι το κενό σύνολο. Υπάρχουν τώρα οι περιπτώσεις τα δύο

επίπεδα να ταυτίζονται ή τα δύο επίπεδα να τέμνονται αλλά να μην ταυτίζονται.

Σκεφθείτε λίγο την προσέγγιση αυτή αφού πρώτα δείτε και το βίντεο εδώ

2. Η δεύτερη άσκηση αντιμετωπίζεται όπως και η προηγούμενη. μόνο που στην

περίπτωση αυτή κατά προφανή τρόπο το σύστημα έχει λύση την (0,0,0) Σύ-

στημα σαν αυτό το ονομάζουμε ομογενές σύστημα.

3. Για το τρίτο ερώτημα σκεφθείτε ότι έχουμε να λύσουμε ένα σύστημα 4 εξι-

σώσεων

7
Αυτό χρειάζεται απόδειξη
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4 Μάθημα 4

Δευτέρα 8 Οκτωβρίου 2012

4.1 Πίνακες και γραμμικά συστήματα

Θεωρούμε ξανά το γραμμικό σύστημα

(Σ)

α11 · x1 + α12 · x2 + · · ·+ α1ν · xν = β1
α21 · x1 + α22 · x2 + · · ·+ α2ν · xν = β2
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
αµ1 · x1 + αµ2 · x2 + · · ·+ αµν · xν = βµ

1. Αν «ξεχάσουμε» τα x1, x2, · · · , xν και τα σύμβολα της πρόσθεσης, καταλή-

γουμε σε δύο πίνακες

(αʹ)

A =



α11 α12 α13 · · · · · · α1ν

α21 α22 α23 · · · · · · α2ν

α31 α32 α33 · · · · · · α3ν

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
αµ1 αµ2 αµ3 · · · · · · αµν


(βʹ)

C =



α11 α12 α13 · · · · · · α1ν β1
α21 α22 α23 · · · · · · α2ν β2
α31 α32 α33 · · · · · · α3ν β3
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
αµ1 αµ2 αµ3 · · · · · · αµν βµ


2.

Ορισμός 4.1. Ο πίνακας Α λέγεται πίνακας του συστήματος και ο

πίνακας C λέγεται επαυξημένος πίνακας του συστήματος

3. Μπορούμε να διαπιστώσουμε ότι ο πίνακας Α του συστήματος και ο επαυξη-

μένος πίνακας C του συστήματος έχει όλες τις πληροφορίες του συστήματος.

4. Σημαντικό ερώτημα: Πως μπορούμε να ορίσουμε αυστηρά ότι ένα σύ-

στημα είναι απλούστερο από κάποιο άλλο;

Είναι δυνατόν ένα σύστημα (Σ) να μετασχηματισθεί σε κάποιο άλλο απλού-

στερο (Σ′), ώστε το σύνολο λύσεων του Σ να είναι ίσο με το σύνολο λύσεων

του (Σ′);
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5. Το σύνολο των πινάκων με μ γραμμές και ν στήλες και συντελεστές πραγμα-

τικούς αριθμούς , το συμβολίζουμε με Rµ×ν

6. Στο σύνολο των πινάκων ορίζουμε ορισμένες πράξεις:

(αʹ) την πράξη της πρόσθεσης.

(βʹ) Την πράξη της αφαίρεσης

(γʹ) Την πράξη του πολλαπλασιασμού πραγματικού αριθμού με πίνακα

4.2 Πορεία μελέτης

1. Μελετήστε την παράγραφο 2.3 του κεφαλαίου 2 (Πίνακες και Γραμμικές

εξισώσεις) από το βιβλίο «Εισαγωγή στη Γραμμική άλγεβρα Τόμος Α» και

ιδιαίτερα δείτε τον τρόπο που γίνονται οι παραπάνω τρείς πράξεις

2. Κατεβάστε και ξεφυλίστε το βιβλίο Γραμμικής άλγεβρας κάνοντας κλικ εδώ

3. Δείτε ξανά στη διεύθυνση εδώ σχετικά με τους πίνακες και τις πράξεις μεταξύ

πινάκων.

4.3 Στοιχειώδεις μετασχηματισμοί γραμμών πινάκων

Το ερώτημα που θα μας απασχολήσει επίσης στο μάθημα αυτό είναι ποιές είναι οι

αλλαγές που μπορούμε να κάνουμε στο γραμμικό σύστημα:

(Σ)

α11 · x1 + α12 · x2 + · · ·+ α1ν · xν = β1
α21 · x1 + α22 · x2 + · · ·+ α2ν · xν = β2
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
αµ1 · x1 + αµ2 · x2 + · · ·+ αµν · xν = βµ

έτσι ώστε το σύστημα να γίνει πιο απλό ως προς τη λύση του. Ποιές είναι οι

επιπτώσεις των αλλαγών αυτών στον πίνακα του συστήματος και στον επαυξημένο;

1. Θεωρούμε το παραπάνω σύστημα (Σ) και το σύστημα:

(Σ′)

(α11 + α21) · x1 + (α12 + α22) · x2 + · · ·+ (α1ν + α2ν) · xν = β1 + β2
α21 · x1 + α22 · x2 + · · ·+ α2ν · xν = β2
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
αµ1 · x1 + αµ2 · x2 + · · ·+ αµν · xν = βµ

2. Παρατηρούμε ότι το δεύτερο σύστημα το πήραμε προσθέτοντας στην πρώτη

εξίσωση τη δεύτερη. Παρατηρούμε επίσης ότι η επίπτωση στους αντίστοιχους

πίνακες είναι:

(αʹ) Ο πίνακας A′ του συστήματος Σ′ προκύπτει από τον πίνακα Α του συ-

στήματος Σ προσθέτοντας στην πρώτη γραμμή τη δεύτερη γραμμή.
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(βʹ) Ο επαυξημένος πίνακας C ′ του συστήματος Σ′ προκύπτει από τον επαυ-

ξημένο πίνακα C του συστήματος Σ προσθέτοντας στην πρώτη γραμμή

τη δεύτερη γραμμή

3. Σημαντική παρατήρηση. Το σύνολο λύσεων Λ του συστήματος (Σ)

είναι ίσο με το σύνολο λύσεων Λ′ του συστήματος Σ′

Απόδειξη
8
΄Εστω (ξ1, ξ2, · · · , ξν) ένα στοιχείο του Λ. Τότε η ν-άδα αυτή

ικανοποιεί κάθε εξίσωση του Λ και προφανώς κάθε εξίσωση του Λ′ και αντί-
στροφα.

4. Αν κάποια εξίσωση του συστήματος Σ πολλαπλασιασθεί με ένα αριθμό διαφο-

ρετικό του μηδενός προκύπτει ένα σύστημα Σ′, του οποίου το σύνολο λύσεων

εξακολουθεί να είναι το ίδιο με το σύνολο λύσεων του Σ

5. Αν αλλάξουμε τη θέση δύο εξισώσεων του Σ το σύνολο λύσεων δεν μετα-

βάλλεται

6. Παρατηρούμε λοιπόν ότι μπορούμε να κάνουμε κάποιους μετασχηματισμούς

στο γραμμικό σύστημα Σ, χωρίς να μεταβληθεί το σύνολο λύσεων Λ, με

σκοπό πάντα να καταλήξουμε σε απλούστερο σύστημα.

7. Οι μετασχηματισμοί του συστήματος Σ, οδηγούν στους παρακάτω μετασχη-

ματισμούς τους δύο πίνακες Α του συστήματος και C του επαυξημένου πίνακα

του συστήματος.

(αʹ) Πολλαπλασιασμός μιας γραμμής του πίνακα με ένα στοιχείο λ διάφορο

του μηδενός

(βʹ) Πολλαπλασιασμός της κ-γραμμής με λ και πρόσθεσης του αποτελέσματος

στην i-γραμμή , k 6= i

(γʹ) εναλλαγή δύο γραμμών

8.

Ορισμός 4.2. Οι παραπάνω μετασχηματισμοί πινάκων λέγονται στοιχειώ-

δεις μετασχηματισμοί γραμμών. Δύο πίνακες Α και Β που προκύπτει

ο ένας από τον άλλον με επαναλάψηψη στοιχειωδών μετασχηματισμών γραμ-

μών λέγονται γραμμοϊσοδύναμοι πίνακες

4.4 Πορεία μελέτης

1. Μελετήστε καλά τα παραπάνω

2. Δείτε τον ορισμό του κλιμακωτού πίνακα από το βιβλίο «Εισαγωγή στη

Γραμμική άλγεβρα Τόμος Α.

8
Ο αναγνώστης καλείται να κάνει την απόδειξη λεπτομερώς
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3. Δείτε τον ορισμό του ανηγμένου κλιμακωτού πίνακα από το βιβλίο

«Εισαγωγή στη Γραμμική άλγεβρα Τόμος Α.

4. Δείτε ξανά το βίντεο με την ομιλία του καθηγητή G.Strang εδώ

4.5 Και άλλες Ασκήσεις

1. ΄Εστω Σ και Σ′ δύο γραμμικά συστήματα των οποίων οι επαυξημένοι πίνακες

C και C ′ αντίστοιχα ικανοποιούν τη σχέση C ′ = λ · C με λ 6= 0. Εξετάστε

εάν τα σύνολα λύσεων του Σ και Σ′ είναι ίσα

2. Δύο γραμμικά συστήματα Σ και Σ′ έχουν επαυξημένους πίνακες C και C ′

αντίστοιχα. Η μόνη διαφορά των πινάκων αυτών είναι ότι η πρώτη γραμμή του

C ′ είναι το άθροισμα της πρώτης και της δεύτερης γραμμής του C. Εξετάστε

εάν το Σ και το Σ′ έχουν το ίδιο σύνολο λύσεων

3. Δίνεται ο πίνακας A =

 1 2 3
4 5 6
7 8 9


Να βρείτε ένα ανηγμένο κλιμακωτό πίνακα A′, ο οποίος να είναι γραμμοϊσο-

δύναμος με τον Α

4. Δείξτε ότι δύο οποιοιδήποτε ανηγμένοι κλιμακωτοί πίνακες γραμμοισοδύναμοι

με τον πίνακα Α είναι ίσοι. Διατυπώστε και αποδείξτε ένα θεώρημα σχετικά

με τους ανηγμένους κλιμακωτούς πίνακες κάθε πίνακα.

Τέλος του τετάρτου μαθήματος

19

http://www.youtube.com/watch?v=QVKj3LADCnA&feature=BFa&list=PLE7DDD91010BC51F8&lf=SeriesPlayList 


 

Σημειώματα 
Σημείωμα Αναφοράς 

Copyright Εθνικόν και Καποδιστριακόν Πανεπιστήμιον Αθηνών, Ράπτης Ευάγγελος 2015. «Γραμμική 
Άλγεβρα, Ενότητα 1η, Εισαγωγικές Έννοιες». Έκδοση: 1.0. Αθήνα 2015. Διαθέσιμο από τη δικτυακή 
διεύθυνση: http://opencourses.uoa.gr/courses/DI29/. 

 

Σημείωμα Αδειοδότησης 

Το παρόν υλικό διατίθεται με τους όρους της άδειας χρήσης Creative Commons Αναφορά, Μη 
Εμπορική Χρήση Παρόμοια Διανομή 4.0 [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση.   Εξαιρούνται τα 
αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. φωτογραφίες, διαγράμματα κ.λ.π.,  τα οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα 
οποία αναφέρονται μαζί με τους όρους χρήσης τους στο «Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων». 

                                          

 

[1] http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/  

 

Ως Μη Εμπορική ορίζεται η χρήση: 

• που δεν περιλαμβάνει άμεσο ή έμμεσο οικονομικό όφελος από την χρήση του έργου, για το 
διανομέα του έργου και αδειοδόχο 

• που δεν περιλαμβάνει οικονομική συναλλαγή ως προϋπόθεση για τη χρήση ή πρόσβαση στο 
έργο 

• που δεν προσπορίζει στο διανομέα του έργου και αδειοδόχο έμμεσο οικονομικό όφελος (π.χ. 
διαφημίσεις) από την προβολή του έργου σε διαδικτυακό τόπο 

Ο δικαιούχος μπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να χρησιμοποιεί το έργο για 
εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 

 

  



 

Χρηματοδότηση 

 

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στo πλαίσιo του εκπαιδευτικού έργου του 
διδάσκοντα. 

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Πανεπιστήμιο Αθηνών» έχει 
χρηματοδοτήσει μόνο τη αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού.  

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράμματος «Εκπαίδευση και Δια 
Βίου Μάθηση» και συγχρηματοδοτείται από την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό 
Ταμείο) και από εθνικούς πόρους. 

 

 


