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Κεφ.5. Αριθµητικός Υπολογισµός

Ιδιοτιµών και Ιδιοδιανυσµάτων

∆ίνεται ένας πίνακας A ∈ C
n×n και Ϲητούνται να προσδιορισθούν οι ιδιοτιµές

λi , i = 1(1)n και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα x(i), i = 1(1)n του πίνακα A.

Ax = λx

det(A − λI) = 0

Θεωρητικός προσδιορισµός των Ιδιοτιµών και Ιδιοδιανυσµάτων

Επίλυση της πολυωνυµικής εξίσωσης (εύρεση ιδιοτιµών)

det(A − λI) = (−1)nλn + c1λ
n−1 + · · ·+ cn−1λ+ cn

︸ ︷︷ ︸

p(λ)

= 0 (1)

Επίλυση του οµογενούς γραµµικού συστήµατος (εύρεση ιδιοδιανυσµάτων)

(A − λI)x = 0 (2)
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Μηχανή Αναζήτησης: Ιδιοτιµές και Γραφήµατα

Η µηχανή αναζήτησης Google χρησιµοποιεί την ακόλουθη µέθοδο για την αναζήτηση ενός

ιστοτόπου. ∆ηµιουργεί τον πίνακα γειτνίασης Α µε στοιχεία, τα οποία είτε είναι 0 ή 1, µε

aij = 1 αν ο ιστότοπος i συνδέεται µε τον ιστότοπο j, διαφορετικά aij = 0.

Για παράδειγµα, µια εταιρεία µε επτά υπαλλήλους επιθυµεί την όσο το δυνατόν µεγαλύτερη

χρήση των ιστοτόπων. Κάθε υπάλληλος έχει ένα ιστότοπο και κάποιοι υπάλληλοι έχουν

συνδέσµους σε ιστοτόπους συναδέλφων τους. Ο πίνακας γειτνίασης είναι ο ακόλουθος

Y1 Y2 Y3 Y4 Y5 Y6 Y7

Y1 0 1 1 0 1 0 1

Y2 1 0 0 0 1 1 0

Y3 0 1 0 1 0 1 0

Y4 1 1 0 0 0 1 0

Y5 1 0 0 1 0 0 0

Y6 0 1 0 1 1 0 0

Y7 0 0 1 0 0 1 1

όπου µε Yk , k = 1, 2, . . . , 7 συµβολίζεται ο κάθε υπάλληλος.
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Y1 Y2 Y3 Y4 Y5 Y6 Y7

Y1 0 1 1 0 1 0 1

Y2 1 0 0 0 1 1 0

Y3 0 1 0 1 0 1 0

Y4 1 1 0 0 0 1 0

Y5 1 0 0 1 0 0 0

Y6 0 1 0 1 1 0 0

Y7 0 0 1 0 0 1 1

Παρατηρώντας τη γραµµή Y3 διαπιστώνουµε ότι ο ιστότοπος του υπαλλήλου

Y3 συνδέεται µε τους ιστοτόπους των συναδέλφων του Y2, Y4 και Y6.

Για την κατάταξη των ιστοτόπων ανάλογα µε την συχνότητα αναφοράς τους

απαιτείται ο υπολογισµός της µεγαλύτερης κατά µέτρο ιδιοτιµής και του

αντίστοιχου ιδιοδιανύσµατος.

Για τον ανωτέρω πίνακα το ιδιοδιάνυσµα αυτό είναι το

z = [0.4261, 0.4746, 0.2137, 0.3596, 0.4416, 0.4214, 0.2137]T . Αν η

k−ιοστή συνιστώσα είναι η µεγαλύτερη, τότε ο k−ιοστός ιστότοπος

ϑεωρείται και ο πλέον σηµαντικός, δηλαδή έχει τον υψηλότερο ϐαθµό.
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Οι υπόλοιποι ιστότοποι κατατάσσονται ανάλογα µε το µέγεθος της

αντίστοιχης συνιστώσας του ιδιοδιανύσµατος. Για το ανωτέρω ιδιοδιάνυσµα

έχουµε max
1≤i≤7

zi = 0.4746, συνεπώς ο υπάλληλος Y2 έχει ιστότοπο µε το

µεγαλύτερο ϐαθµό, ακολουθεί ο ιστότοπος του Y5 και µετά αυτός του Y1.

Παρατηρήστε ότι αν και ο ιστότοπος του Y1 έχει τις περισσότερες

αναφορές από τον ιστότοπο του Y2 ή του Y5 εν τούτοις ϑεωρείται

µικρότερου ϐαθµού.

Η µέθοδος της κατάταξης ενός ιστότοπου ϐασίζεται στο ϐαθµό του

ιστότοπου, ο οποίος είναι υψηλότερος όσο υπάρχουν ιστότοποι µε

µεγαλύτερο ϐαθµό που είναι συνδεδεµένοι µε αυτόν.

Η παραδοχή που έχουµε κάνει εδώ είναι ότι το ιδιοδιάνυσµα έχει ϑετικές

συνιστώσες κάτι που συµβαίνει σε µεγάλες κατηγορίες προβληµάτων.
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Η µέθοδος των δυνάµεων

Η µέθοδος αυτή υπολογίζει τη µεγαλύτερη κατά µέτρο ιδιοτιµή ενός

τετραγωνικού πίνακα A ∈ C
n×n και το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα.

΄Εστω ότι ο πίνακας A έχει τις λi , i = 1, 2, . . . , n ιδιοτιµές και τα αντίστοιχα

ιδιοδιανύσµατα είναι τα x(i), i = 1, 2, . . . , n.

΄Εστω ότι ο A έχει n γραµµικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα και συνεπώς

αποτελούν µια ϐάση.

Επιπλέον υποθέτουµε ότι

|λ1| > |λj | , j = 2, 3, . . . , n. (3)

Αν y(0) 6= 0 ένα διάνυσµα του C
n, τότε επειδή τα ιδιοδιανύσµατα του A

αποτελούν µία ϐάση, το y(0) µπορεί να γραφεί ως εξής

y
(0) =

n∑

i=1

αix
(i)

(4)

όπου αi είναι ϐαθµωτά µεγέθη και όχι όλα µηδέν.
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...Η µέθοδος των δυνάµεων...

Στη συνέχεια ϑεωρούµε την ακολουθία των διανυσµάτων που ορίζονται

από το επαναληπτικό σχήµα

y
(m+1) = Ay

(m), m = 0, 1, 2, . . . (5)

όπου το y(0) είναι ένα αυθαίρετο διάνυσµα.

Από την (5) για m = 0 έχουµε

y
(1) = Ay

(0) = A

n∑

i=1

αix
(i) =

n∑

i=1

αiAx
(i) =

n∑

i=1

αiλix
(i)

για m = 1 έχουµε

y
(2) = Ay

(1) =

n∑

i=1

αiλ
2
i x

(i).
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...Η µέθοδος των δυνάµεων...

Γενικά

y
(m) =

n∑

i=1

αiλ
m
i x

(i), (6)

η οποία γράφεται

y
(m) = λm

1

[

α1x
(1) +

n∑

i=2

αi

(

λi

λ1

)m

x
(i)

]

= λm
1 [α1x

(1) + ε(m)], (7)

όπου

ε(m) =
n∑

i=2

αi

(
λi

λ1

)m

x
(i).
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Προσδιορισµός της ιδιοτιµής λ1

Επειδή όµως |λi/λ1| < 1, i = 2, 3, . . . , n, από την (7) προκύπτει ότι

lim
m→∞

y
(m) = lim

m→∞
λm

1 α1x
(1) (8)

υποθέτοντας ϐέβαια ότι α1 6= 0.

Αν όπου m ϑέσουµε m − 1 στην (8) έχουµε

lim
m→∞

y
(m−1) = lim

m→∞
λm−1

1 α1x
(1). (9)

∆ιαιρώντας τις αντίστοιχες συνιστώσες των y(m) και y(m−1) λαµβάνουµε

από τις (8) και (9) ότι

lim
m→∞

y
(m)
j

y
(m−1)
j

= λ1 j = 1, 2, . . . , n. (10)
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Προσδιορισµός του ιδιοδιανύσµατος x(1)

΄Εχοντας υπολογίσει την λ1 από την (8) προκύπτει ότι

lim
m→∞

y(m)

λm
1

= α1x
(1), (11)

δηλαδή το ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην λ1 τη µεγαλύτερη κατά µέτρο

ιδιοτιµή.

Με άλλα λόγια δηµιουργούµε την ακολουθία των διανυσµάτων

y(0), y(1), . . . , y(m) µέχρις ότου οι λόγοι των αντίστοιχων συνιστωσών δύο

διαδοχικών διανυσµάτων τείνουν προς την ίδια σταθερή τιµή, η οποία είναι µία

προσέγγιση της ιδιοτιµής λ1 (ϐλ.(10)). Το διάνυσµα y(m) είναι µία µη

κανονικοποιηµένη προσέγγιση του αντίστοιχου ιδιοδιανύσµατος.
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Η ταχύτητα σύγκλισης της µεθόδου των δυνάµεων

Εξαρτάται από τις σταθερές αi και τους λόγους

|λ2/λ1| , |λ3/λ1| , . . . , |λn/λ1| (ϐλ.(7) ).

΄Ετσι όσο µικρότεροι είναι αυτοί οι λόγοι τόσο ταχύτερη είναι η σύγκλιση της

µεθόδου.

Ιδιαίτερα αν |λ2| / |λ1| είναι κοντά στη µονάδα, τότε η σύγκλιση της

µεθόδου είναι πιθανό να είναι πάρα πολύ αργή.

Θεωρητικά, αν τύχει και η εκλογή του y(0) είναι τέτοια ώστε α1 = 0 και

|λ2| > |λj | , j ≥ 3, τότε η µέθοδος ϑα συγκλίνει στην λ2 και σε ένα

πολλαπλάσιο του x(2).

Στην πράξη όµως δεν έχουµε δυσκολίες αν α1 = 0, γιατί τα σφάλµατα

στρογγύλευσης δηµιουργούν µία µικρή ( που µε την αύξηση του αριθµού

των επαναλήψεων µεγαλώνει) τιµή του α1 αρκετά ικανοποιητική, ώστε να

έχουµε σύγκλιση τελικά στην λ1.
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Παρατήρηση

Για |λ1| > 1 τότε από την (8) έχουµε ότι lim
m→∞

y
(m)
j = ±∞, j = 1, 2, . . . , n,

ενώ για |λ1| < 1, lim
m→∞

y
(m)
j = 0.

΄Ετσι εκτός αν |λ1| ≃ 1 ϑα πρέπει να εκτελούµε πράξεις µε απόλυτα πάρα

πολύ µεγάλους ή πάρα πολύ µικρούς αριθµούς, πράγµα που σηµαίνει

αύξηση των σφαλµάτων στρογγύλευσης στους υπολογισµούς.

Το πρόβληµα αυτό αποφεύγεται µε µία τροποποίηση της µεθόδου των

δυνάµεων.
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Τροποποίηση της µεθόδου των δυνάµεων

Συνίσταται από τα ακόλουθα τρία διαδοχικά ϐήµατα σε κάθε επανάληψη όπου

ουσιαστικά κανονικοποιείται το y(m)

y
(m)
jm

= max
j

∣
∣
∣y

(m)
j

∣
∣
∣ =‖ y

(m) ‖∞,

z
(m) =

1

y
(m)
jm

y
(m) (12)

y
(m+1) = Az

(m), m = 0, 1, 2, . . .

Εργαζόµενοι µε ανάλογο τρόπο όπως και στην προηγούµενη παράγραφο, η

αντίστοιχη έκφραση της y(m) ϑα δίνεται από τη σχέση

y
(m) =

1

y
(0)
j0

y
(1)
j1

. . . y
(m−1)
jm−1

λm
1

[

α1x
(1) +

n∑

i=2

αi

(
λi

λ1

)m

x
(i)

]

. (13)
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....Τροποποίηση της µεθόδου των δυνάµεων

Επίσης έχουµε ότι

z
(m−1) =

1

y
(m−1)
jm−1

y
(m−1)

=
1

y
(m−1)
jm−1

[

1

y
(0)
j0

y
(1)
j1

. . . y
(m−2)
jm−2

λm−1
1

(

α1x
(1) +

n∑

i=2

αi

(
λi

λ1

)m−1

x
(i)

)]

. (14)

Από τις (13) και (14) έχουµε

lim
m→∞

y
(m)
jm−1

z
(m−1)
jm−1

= λ1

αλλά z
(m−1)
jm−1

= 1 (το z(m−1) είναι κανονικοποιηµένο) και η ανωτέρω σχέση

γράφεται

lim
m→∞

y
(m)
jm−1

= λ1. (15)
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....Τροποποίηση της µεθόδου των δυνάµεων

Η ακολουθία λοιπόν που δηµιουργείται από τις συνιστώσες jm−1 του

διανύσµατος y(m) τείνει στη µεγαλύτερη κατά µέτρο ιδιοτιµή.

Υπενθυµίζεται ότι η συνιστώσα jm−1 του διανύσµατος y(m) είναι εκείνη που

αντιστοιχεί στην µεγαλύτερη κατά µέτρο απόλυτη τιµή συνιστώσα του

προηγούµενου διανύσµατος y(m−1).

Για την εύρεση του αντίστοιχου ιδιοδιανύσµατος x(1) παρατηρούµε ότι, αν

ο δείκτης jm από µία ορισµένη τιµή του m και µετά παραµένει σταθερός,

τότε είναι

lim
m−∞

z
(m) = cx

(1)
(16)

όπου c σταθερά τέτοια ώστε η µεγαλύτερη κατά µέτρο συνιστώσα του

cx(1) να είναι µονάδα.

΄Αρα η ακολουθία των διανυσµάτων z(m) συγκλίνει προς το

κανονικοποιηµένο ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην λ1.
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Ταχύτητα Σύγκλισης της τροποποιηµένης µεθόδου των δυνάµεων

Η ταχύτητα σύγκλισης της ακολουθίας

{

y
(m)
jm−1

}∞

m=1

προς την λ1 προσδιορίζεται, όπως

αναφέρθηκε, από τους λόγους |λj/λ1|m για j = 2, 3, . . . , n και ιδιαίτερα από τον λόγο

|λ2/λ1|m. Με άλλα λόγια η τάξη σύγκλισης είναι O((λ2/λ1)
m).

Εποµένως για µεγάλα m έχουµε

∣

∣

∣y
(m)
jm−1

− λ1

∣

∣

∣ ≃ k

∣

∣

∣

∣

λ2

λ1

∣

∣

∣

∣

m

,

όπου k σταθερά, πράγµα που σηµαίνει ότι

lim
m→∞

∣

∣

∣y
(m+1)
jm

− λ1

∣

∣

∣

∣

∣

∣
y
(m)
jm−1

− λ1

∣

∣

∣

≃
∣

∣

∣

∣

λ2

λ1

∣

∣

∣

∣

< 1

ή

ε(m+1) ≃
∣

∣

∣

∣

λ2

λ1

∣

∣

∣

∣

ε(m),

όπου ε(m) =
∣

∣

∣
y
(m)
jm−1

− λ1

∣

∣

∣
, δηλαδή η ταχύτητα σύγκλισης είναι γραµµική.
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Παράδειγµα

∆ίνεται ο πίνακας A =





−2 −2 3

−10 −1 6

10 −2 −9



 .

µε ιδιοτιµές λ1 = −12, λ2 = −3 και λ3 = 3. Να εκτελεστούν τρεις

επαναλήψεις της µεθόδου των δυνάµεων για τον υπολογισµό της µεγαλύτερης

κατά µέτρο ιδιοτιµής και του αντιστοίχου ιδιοδιανύσµατος του πίνακα Α. Λάβετε

σαν αρχικό διάνυσµα το y(0) = [1, 0, 0]T .
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Λύση

Για m = 0 η (12) δίνει διαδοχικά

y
(0)
j0

= ||y(0)||∞ = max{|1|, |0|, |0|} = 1, άρα j0 = 1

z
(0) =

1

y
(0)
1

y
(0) =

1

1
[1, 0, 0]T

συνεπώς

y
(1) = Az

(0) = [−2, −10, 10]T .

Η πρώτη προσέγγιση της µεγαλύτερης κατά µέτρο ιδιοτιµής λ είναι

λ1 = y
(1)
j0

= y
(1)
1 = −2.
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...Λύση

Για m = 1 η (12) δίνει

y
(1)
j1

= ||y(1)||∞ = max{| − 2|, | − 10|, |10|} = 10, άρα j1 = 2

και

z
(1) =

1

y
(1)
2

y
(1) = [1/5, 1, −1]T .

Επιπλέον

y
(2) = Az

(1) = [−27/5, −9, 9]T

και η δεύτερη προσέγγιση της λ είναι

λ2 = y
(2)
2 = −9
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...Λύση

Για m = 2 η (12) δίνει

y
(2)
j2

= ||y(2)||∞ = max{| − 27/5|, | − 9|, |9|} = 9, άρα j2 = 2

και

z
(2) =

1

y
(2)
2

y
(2) = [3/5, 1, −1]T .

Οπότε

y
(3) = Az

(2) = [−31/5, −13, 13]T

και η τρίτη προσέγγιση της λ είναι

λ3 = y
(3)
2 = −13.

Το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα είναι το

z
(3) =

1

y
(3)
2

y
(3) = [31/65, 1, −1]T .
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Ο αλγόριθµος της µεθόδου των δυνάµεων

Σαν αρχικό διάνυσµα y(0) λαµβάνουµε συνήθως το y(0) = [1, 1, . . . , 1]T .

1 ∆ιάβασε τη διάσταση n του πίνακα A, τα στοιχεία aij , 1 ≤ i, j ≤ n, το αρχικό

διάνυσµα yi, 1 ≤ i ≤ n, την ανεκτικότητα ε και το µέγιστο αριθµό

επαναλήψεων M.

2 Να τεθεί

m = 0

λ0 = 0

3 Να ϐρεθεί ένας ακέραιος p τέτοιος ώστε

|yp| = max
1≤i≤n

|yi |

4 Για i = 1, 2, . . . , n να υπολογιστεί

zi =
1

yp

yi
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....Ο αλγόριθµος της µεθόδου των δυνάµεων

5 ΄Οσο ισχύει m ≤ M να εκτελούνται τα ϐήµατα 5.1-5.7

5.1 Για i = 1, 2, . . . , n να τεθεί

yi =
n∑

j=1

aijzj

5.2 Να τεθεί

λ1 = yp

5.3 Αν yp = 0 τότε τύπωσε ‘‘Ο A έχει ιδιοτιµή 0, επίλεξε νέο αρχικό διάνυσµα

και άρχισε πάλι τη διαδικασία’’. Τέλος.

5.4 Να ϐρεθεί ένας ακέραιος p τέτοιος ώστε

|yp| = max
1≤i≤n

|yi|

5.5 Για i = 1, 2, . . . , n να υπολογισθεί

zi =
1

yp

yi
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....Ο αλγόριθµος της µεθόδου των δυνάµεων

5.6 Αν

|λ0 − λ1| < ε

τότε τύπωσε (λ1, z). Τέλος.

5.7 Να τεθεί

m = m + 1

λ0 = λ1

6 Τύπωσε ‘‘΄Οχι σύγκλιση µετά από M επαναλήψεις’’. Τέλος.
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Υπολογισµός της µικρότερης κατά µέτρο ιδιοτιµής

Αν

|λn| < |λn−1| ≤ · · · ≤ |λ1|
τότε ο υπολογισµός της µικρότερης κατά µέτρο ιδιοτιµής λn γίνεται ως εξής :

Επειδή Ax = λx και A−1x =
1

λ
x και

1

|λn|
>

1

|λi |
εφαρµόζεται η µέθοδος των δυνάµεων

y(m+1) = A−1y(m) , m = 0, 1, 2, · · ·
ή

Ay(m+1) = y(m) , m = 0, 1, 2, · · ·
δηλ. η επίλυση των γραµµικών συστηµάτων

Ay(1) = y(0) , Ay(2) = y(1) , Ay(3) = y(2) , · · ·
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Τεχνικές επιτάχυνσης της µεθόδου των δυνάµεων

Επιτάχυνση της σύγκλισης - Η µέθοδος του Aitken

Αν η σύγκλιση µιας επαναληπτικής µεθόδου είναι γραµµική, τότε µπορεί να

επιταχυνθεί µε τη χρήση της µεθόδου του Aitken, η οποία έχει τον ακόλουθο

τύπο

x
′
n = xn −

(∆xn)
2

∆2xn

(17)

όπου ∆ είναι ο τελεστής των προς τα εµπρός διαφορών και ορίζεται σαν

∆xn = xn+1 − xn µε ∆2xn = ∆xn+1 −∆xn = xn+2 − 2xn+1 + xn.

Εποµένως είναι δυνατόν να τροποποιηθεί ο αλγόριθµος της µεθόδου των

δυνάµεων έτσι ώστε να παράγεται η ακολουθία

λ̃1 = λ1 −
(∆λ1)

2

∆2λ1

. (18)
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Η µέθοδος των πηλίκων του Rayleigh

Αν ο πίνακας A είναι πραγµατικός και συµµετρικός, τότε είναι δυνατόν να

επιταχυνθεί η σύγκλιση προς τη µεγαλύτερη κατά απόλυτη τιµή ιδιοτιµή µε τη

χρήση της µεθόδου των πηλίκων του Rayleigh.

Ορισµός. Για κάθε διάνυσµα x 6= 0 η ποσότης

(x,Ax)

(x, x)

καλείται πηλίκο του Rayleigh που αντιστοιχεί στο x.
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΄Ενα ϐασικό αποτέλεσµα που δείχνει τη σπουδαιότητα των πηλίκων του Rayleigh

είναι το ακόλουθο

Θεώρηµα

Αν ο A ∈ R
n×n είναι συµµετρικός και x 6= 0 είναι ένα αυθαίρετο διάνυσµα, τότε

λ1 = max
x 6=0

(x,Ax)

(x, x)
=

(x(1),Ax(1))

(x(1), x(1))

και

λn = min
x 6=0

(x,Ax)

(x, x)
=

(x(n),Ax(n))

(x(n), x(n))
(19)

όπου λ1, λn είναι η µεγαλύτερη και η µικρότερη ιδιοτιµή, αντίστοιχα και x(1), x(n)

ιδιοδιανύσµατα του A που αντιστοιχούν στις λ1 και λn.
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Παρατηρούµε ότι ο υπολογισµός της λ1 είναι ένα πρόβληµα ϐελτιστοποίησης. Το

ενδιαφέρον µας είναι η χρήση των πηλίκων του Rayleigh για την επιτάχυνση της σύγκλισης

της µεθόδου των δυνάµεων.

΄Εστω το ϐασικό επαναληπτικό σχήµα της µεθόδου των δυνάµεων

y
(m+1) = Ay

(m)

τότε χρησιµοποιώντας την (6), προκύπτει

(y(m), y
(m+1)) = (y(m),Ay

(m)) =

n
∑

i=1

α2
i λ

2m+1
i (20)

καθόσον τα ιδιοδιανύσµατα του Α είναι ορθογώνια, αφού ο A είναι συµµετρικός, δηλαδή

(x(i), x
(j)) = δij =

{

1, αν i = j

0, αν i 6= j

Επίσης

(y(m), y
(m)) =

n
∑

i=1

α2
i λ

2m
i . (21)
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Από τις (20) και (21) έχουµε

(y(m),Ay
(m))

(y(m), y(m))
= λ1 + O((λi/λ1)

2m) (22)

η οποία συγκρινόµενη µε την (7) δείχνει ότι το πηλίκο του Rayleigh που αντιστοιχεί στο y
(m)

γενικά ϑα συγκλίνει ταχύτερα (O(λi/λ1)
2m) από τη µέθοδο των δυνάµεων (O(λi/λ1)

m).

Για την κανονικοποίηση του ιδιοδιανύσµατος χρησιµοποιείται η ευκλείδεια norm, έτσι

z
(m) =

1

||y(m)||2
y
(m) =

1

(y(m), y(m))1/2
y
(m). (23)

Επίσης, στην τροποποιηµένη µέθοδο των δυνάµεων έχουµε

y
(m+1) = Az

(m)
(24)

οπότε το πρώτο µέλος της (22), λόγω των (23) και (24), γράφεται διαδοχικά

(y(m),Ay
(m))

(y(m), y(m))
=

(

y
(m)

(y(m), y(m))1/2
,

Ay
(m)

(y(m), y(m))1/2

)

= (z(m),Az
(m)) = (z(m), y

(m+1)). (25)
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Λόγω των (22) και (25) έχουµε τελικά ότι

lim
m→∞

(z(m), y
(m+1)) = λ1. (26)
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Παράδειγµα

∆ίνεται ο πίνακας

A =





3 −1 0

−1 2 −1

0 −1 3





µε ιδιοτιµές λ1 = 4, λ2 = 3, λ3 = 1. Να εκτελεστούν δύο επαναλήψεις της

µεθόδου των πηλίκων Rayleigh για τον υπολογισµό της µεγαλύτερης κατά µέτρο

ιδιοτιµής του πίνακα Α. Λάβετε ως αρχικό διάνυσµα το [1, 1, 1]T .

Λύση

1η επανάληψη y(0) = [1, 1, 1]T και έστω λ0 = 0. Λόγω της (23) έχουµε

||y(0)||2 =

√

(y(0), y(0)) =
√

12 + 12 + 12 =
√

3

και

z
(0) =

1

||y(0)||2
y
(0) =

[
1√
3
,

1√
3
,

1√
3

]T

.
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Επίσης, από την (24)

y
(1) = Az

(0) =









3 −1 0

−1 2 −1

0 −1 3






















1√
3

1√
3

1√
3














=












2√
3

0

2√
3












οπότε η (26) δίνει

λ1 = (z(0), y
(1)) =

1√
3
· 2√

3
+

1√
3
· 0 +

1√
3
· 2√

3

=
2

3
+ 0 +

2

3
=

4

3
.

Παρατηρούµε ότι

|λ0 − λ1| = |0 − 4

3
| = 1.33.
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2η επανάληψη

||y(1)||2 =
√

4

3
+ 0 +

4

3
=

√

8

3

z
(1) =

1

||y(1)||2
y
(1) =

√

3

8

[

2√
3
, 0,

2√
3

]T

=

[

1√
2
, 0,

1√
2

]T

y
(2) = Az

(1) =













3 −1 0

−1 2 −1

0 −1 3































1√
2

0

1√
2



















=



















3√
2

−
√

2

3√
2



















και

λ2 = (z(1), y
(2)) =

1√
2
· 3√

2
+ 0 · (−

√
2) +

1√
2
· 3√

2
=

3

2
= 1.5.

Τέλος, παρατηρούµε ότι

|λ2 − λ1| = |1.5 − 1.33| = 0.17.

Καθηγητής: Ν. Μ. Μισυρλής Αριθµητική Ανάλυση - Ενότητα 4 33 / 48



Ο αλγόριθµος της µεθόδου των πηλίκων του Rayleigh

1 ∆ιάβασε την τάξη n του πίνακα A, τα στοιχεία aij, 1 ≤ i, j ≤ n, το αρχικό

διάνυσµα yi, 1 ≤ i ≤ n, την ανεκτικότητα ε και το µέγιστο αριθµό

επαναλήψεων M.

2 Να τεθεί

k = 0

λ0 = 0

3 Για i = 1, 2, . . . , n να υπολογιστεί η ποσότης (υλοποίηση της (23))

zi = yi/ ‖ y ‖2

4 ΄Οσο ισχύει k ≤ M να εκτελούνται τα ϐήµατα 4.1 - 4.6

4.1 Για i = 1, 2, . . . , n να υπολογισθεί (y = Az)

yi =

n∑

j=1

aijzj
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4.2 Για i = 1, 2, . . . , n να υπολογισθεί

(

λ = (z, y) = (y,Az)
(y,y)

)

λ =

n∑

i=1

ziyi

4.3 Αν ‖ y ‖2= 0 τότε τύπωσε ‘‘Ο A έχει ιδιοτιµή 0, επίλεξε νέο αρχικό

διάνυσµα και άρχισε πάλι τη διαδικασία’’. Τέλος.

4.4 Για i = 1, 2, . . . , n να υπολογισθεί η ποσότητα

zi = yi/ ‖ y ‖2

4.5 Αν

|λ− λ0| < ε

τότε τύπωσε (λ, z). Τέλος.

4.6 Να τεθεί

k = k + 1

λ0 = λ

5 Τύπωσε ‘‘΄Οχι σύγκλιση µετά από M επαναλήψεις’’. Τέλος.
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Μετατόπιση της αρχής των αξόνων

Πρόταση

Οι πίνακες A και A − qI έχουν τα ίδια ιδιοδιανύσµατα και αν λi είναι ιδιοτιµή του

A τότε η αντίστοιχη ιδιοτιµή του A − qI είναι η λi − q.

Απόδειξη

Αν Ax(i) = λix
(i) τότε

(A − qI)x(i) = Ax(i) − qIx(i) = (λi − q)x(i)

Αφαιρώντας λοιπόν την ποσότητα q από τα διαγώνια στοιχεία του A έχει σαν

αποτέλεσµα την αφαίρεση της q από τις ιδιοτιµές.
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....Μετατόπιση της αρχής των αξόνων

Υποθέτουµε ότι ο A ∈ R
n,n έχει n γραµµικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα και

όλες οι ιδιοτιµές του είναι πραγµατικές και ικανοποιούν τη σχέση

|λ1| > |λ2| ≥ |λ3 ≥ . . . ≥ |λn−1| ≥ |λn| (27)

Αν αφαιρέσουµε την ποσότητα q ∈ R µε q ∈ (|λn| , |λ1|) από τα διαγώνια

στοιχεία του A, τότε ανεξάρτητα από την τιµή της q, η µεγαλύτερη κατά µέτρο

ιδιοτιµή του A − qI ϑα είναι πάντα η λ1 − q ή η λn − q.

Ας υποθέσουµε ότι ϑέλουµε να προσδιορίσουµε την λ1. Οι ιδιοτιµές του A − qI

είναι οι µi = λi − q.
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Μετατόπιση της αρχής των αξόνων

Ταχύτητα σύγκλισης της µεθόδου των δυνάµεων

Με τη χρήση του πίνακα A − qI αντί του A, εξαρτάται από την ποσότητα

max
i 6=1

∣

∣

∣

∣

λi − q

λ1 − q

∣

∣

∣

∣

(28)

΄Οσο µικρότερη είναι η ανωτέρω ποσότητα, τόσο ταχύτερη η σύγκλιση της µεθόδου. Αρκεί

δηλαδή να εκλέξουµε το q τέτοιο ώστε να ελαχιστοποιείται η ποσότητα

max
i 6=1

|λi − q| (29)

Αποδεικνύεταιότι η ανωτέρω ποσότητα γίνεται ελάχιστη αν

q = 1/2(λ2 + λn).

΄Οµοια εργαζόµενοι ϐρίσκουµε ότι η µέγιστη ταχύτητα σύγκλισης στην λn − q επιταχύνεται

αν επιλέξουµε

q = 1/2(λ1 + λn−1)
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Παρατήρηση

Με τη µέθοδο αυτή µπορούµε να υπολογίσουµε τόσο την λ1 όσο και την λn,

ωστόσο όµως χρειαζόµαστε κάποιες εκτιµήσεις των ιδιοτιµών λ2 και λn (ή των

λ1 και λn−1) πράγµα που απαιτεί επιπλέον υπολογισµούς στην πράξη και είναι

ένα µειονέκτηµα αυτής της µεθόδου.
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Η αντίστροφη µέθοδος των δυνάµεων

΄Εχει το πλεονέκτηµα να υπολογίζει µια οποιαδήποτε ιδιοτιµή και το αντίστοιχο

ιδιοδιάνυσµα και να έχει γρήγορη ταχύτητα σύγκλισης.

Λήµµα

Οι πίνακες A και A−1 έχουν τα ίδια ιδιοδιανύσµατα και αν λi είναι µια ιδιοτιµή του

A τότε η αντίστοιχη ιδιοτιµή του A−1 είναι η 1/λi.

Απόδειξη

Αν Ax(i) = λix
(i) τότε πολ/ζοντας από αριστερά µε A−1 έχουµε

1

λi

x(i) = A−1x(i).
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Η αντίστροφη µέθοδος των δυνάµεων

Ας υποθέσουµε ότι ο A ∈ R
nn

, έχει n γραµµικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα και όλες οι ιδιοτιµές

του είναι πραγµατικές. Επίσης αν γνωρίζουµε κάποια ποσότητα q ∈ R η οποία ϐρίσκεται

πλησιέστερα στην απλή ιδιοτιµή λk του A από οποιαδήποτε άλλη ιδιοτιµή του, τότε ϑα ισχύει

|λk − q| < |λi − q| , i = 1(1)n, i 6= k (30)

∆ηλαδή η ιδιοτιµή λk − q είναι η µικρότερη κατά απόλυτο τιµή ιδιοτιµή του πίνακα A − qI.

Συνεπώς, αν αντί του A χρησιµοποιήσουµε τον πίνακα (A− qI)−1
στο ϐασικό επαναληπτικό σχήµα

της µεθόδου των δυνάµεων, τότε είναι δυνατόν να υπολογισθεί η ποσότητα
1

λk − q
και από

αυτήν η λk.

Ο επαναληπτικός τύπος της αντίστροφης µεθόδου των δυνάµεων

Πράγµατι, αν εφαρµοστεί η ε.µ.

(A − qI)y(m+1) = y
(m), m = 0, 1, 2, . . . (31)

όπου y(0) 6= 0 αυθαίρετο διάνυσµα είναι δυνατόν να υπολογισθεί η απόλυτα µεγαλύτερη ιδιοτιµή

του (A − qI)−1
δηλαδή η 1/(λk − q) και το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα.
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Ταχύτητα σύγκλισης

Εξαρτάται από την ποσότητα

max
i6=k

∣
∣
∣
∣

λk − q

λi − q

∣
∣
∣
∣

(32)

αφού

y(m) = (A − qI)−1y(m−1) = (A − qI)−my(0)

=
α1

(λ1 − q)m
x(1) +

α2

(λ2 − q)m
x(2) + . . .+

αn

(λn − q)m
x(n)

=
1

(λk − q)m

[

α1

(
λk − q

λ1 − q

)m

x(1) + . . .+ αkx(k)

+ . . . + αn

(
λk − q

λn − q

)m

x(n)

]
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Παρατηρήσεις

Η επιλογή της q καθορίζει και την ταχύτητα σύγκλισης της µεθόδου.

΄Οσο πλησιέστερα η q είναι στην ιδιοτιµή λk τόσο ταχύτερη ϑα είναι και η σύγκλιση της

µεθόδου. Επειδή η q µπορεί να εκλεγεί αυθαίρετα, µπορούµε να ϐρούµε µια προσέγγιση

σε οποιαδήποτε ιδιοτιµή του A. Ο προσδιορισµός των y(m)
γίνεται από την επίλυση των

συστηµάτων

(A − qI)y(m) = y
(m−1), m = 1, 2, . . . (33)

Στην πράξη τα διανύσµατα κανονικοποιούνται, µε άλλα λόγια, εφαρµόζεται η παραλλαγή

της µεθόδου των δυνάµεων. Τα γραµµικά συστήµατα που προκύπτουν έχουν τον ίδιο

πίνακα και διαφορετικά δεύτερα µέλη.

Χρήση µιας άµεσης µεθόδου για την επίλυση τους.

Σχηµατισµός της LU διάσπασης του A − qI µόνο µία ϕορά. Αν λοιπόν χρησιµοποιήσουµε

κανονικοποιηµένα διανύσµατα και την LU µέθοδο τότε το ϐασικό επαναληπτικό σχήµα ϑα

είναι το παρακάτω:

Lz = z
(m)

Uy
(m+1) = z (34)

όπου

LU = A − qI

Καθηγητής: Ν. Μ. Μισυρλής Αριθµητική Ανάλυση - Ενότητα 4 43 / 48



Σηµειώµατα
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Σηµείωµα Αναφοράς

Copyright Εθνικόν και Καποδιστριακόν Πανεπιστήµιον Αθηνών 2015, Νικόλαος

Μισυρλής, ¨Αριθµητική Ανάλυση. Ενότητα 4 - Αριθµητικός Υπολογισµός Ιδιοτιµών

και Ιδιοδιανυσµάτων¨ ΄Εκδοση:1.01 . Αθήνα 2015. ∆ιαθέσιµο από τη δικτυακή

διεύθυνση:http://opencourses.uoa.gr/courses/DI12/ .
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Σηµείωµα Αδειοδότησης

Το παρόν υλικό διατίθεται µε τους όρους της άδειας χρήσης Creative Commons

Αναφορά, Μη Εµπορική Χρήση Παρόµοια ∆ιανοµή 4.0 [1] ή µεταγενέστερη, ∆ιεθνής

΄Εκδοση. Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. ϕωτογραφίες, διαγράµµατα κ.λ.π., τα

οποία εµπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται µαζί µε τους όρους χρήσης

τους στο «Σηµείωµα Χρήσης ΄Εργων Τρίτων».

[1] http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
Ως Μη Εµπορική ορίζεται η χρήση:

που δεν περιλαµβάνει άµεσο ή έµµεσο οικονοµικό όφελος από την χρήση του

έργου, για το διανοµέα του έργου και αδειοδόχο

που δεν περιλαµβάνει οικονοµική συναλλαγή ως προϋπόθεση για τη χρήση ή

πρόσβαση στο έργο

που δεν προορίζει στο διανοµέα του έργου και αδειοδόχο έµµεσο οικονοµικό

όφελος (π.χ. διαφηµίσεις) από την προβολή του έργου σε διαδικτυακό τόπο

Ο δικαιούχος µπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να χρησιµοποιεί το

έργο για εµπορική χρήση, εφόσον αυτό του Ϲητηθεί.

Καθηγητής: Ν. Μ. Μισυρλής Αριθµητική Ανάλυση - Ενότητα 4 46 / 48

http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/


∆ιατήρηση Σηµειωµάτων

Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού ϑα πρέπει να

συµπεριλαµβάνει :

το Σηµείωµα Αναφοράς

το Σηµείωµα Αδειοδότησης

τη δήλωση ∆ιατήρησης Σηµειωµάτων

το Σηµείωµα Χρήσης ΄Εργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει)

µαζί µε τους συνοδευόµενους υπερσυνδέσµους.
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Σηµείωµα Χρήσης ΄Εργων τρίτων

Το ΄Εργο αυτό κάνει χρήση του ακόλουθου έργου:

¨ Εισαγωγή στην Αριθµητική Ανάλυση : Μια αλγοριθµική προσέγγιση,

αυτο-έκδοση, Αθήνα, 2009¨, Νικόλαος Μισυρλής.
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