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Γιατι με χρηση της Python;

▶ Το προγραμμα “Hello World!” σε τρεις γλωσσες προγραμματισμου:

C++ #include<iostream.h>
using namespace std;
void main(){cout << "Hello world!" << end;}

Java public class HelloWorld {
public static void main(String[] args) {
System.out.println("Hello World!");}}

Python print "Hello World!"
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Γιατι με χρηση της Python;

▶ Σχεδον μοιαζει με ψευδογλωσσα:

def factorial(num):
return 1 if num==1 else num*factorial(num-1)

def symmetric_difference(set1, set2):
return [x for x in set1 if x not in set2] +

[x for x in set2 if x not in set1]

▶ “Οι μπαταριες περιεχονται μεσα στη συσκευασια”:
▶ εξαιρετικη τεκμηριωση μεσα στην ιδια τη γλωσσα,
▶ πληθωρα ενσωματωμενων δομων δεδομενων,
▶ πληθωρα βιβλιοθηκων για επιστημονικους υπολογισμους,
▶ ενθουσιωδη κοινοτητα.
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Το στυλ της Python

▶ Duck Typing: If it walks like a duck, swims like a duck and quacks like
a duck, it must be a duck.

▶ Δυναμικοι τυποι αντικειμενων: οι μεθοδοι και τα χαρακτηριστικα
τους προσδιοριζουν έγκυρη σημασιολογία παρα κληρονομικοτητα.

▶ Όψη της χρήσης vs Τύπος του αντικειμενου.
▶ Δεν ελεγχουμε τον τυπο αλλα καλουμε τις μεθοδουςwalk swim και

quack: το αντικειμενο ανταποκρινεται η εχουμε run-time error.
▶ Exception handling: try · · · except blocks.
▶ EAFP: Easier to Ask for Forgiveness than Permission.
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Duck Typing
Χρηση του ιδιου κωδικα για διαφορετικους τυπους δεδομενων

def insertion_sort(sequence):
for j in range(1, len(sequence)):

key = sequence[j]
i = j-1
while i >= 0 and sequence[i] > key:

sequence[i+1] = sequence[i]
i = i-1

sequence[i+1] = key
return sequence

print insertion_sort([2,7,5,3])
print insertion_sort(['s','c','f','l','e','i'])
print insertion_sort([('b',(2,1)),('a',(9,7)),('b',(1,1))])

# prints:
# [2, 3, 5, 7]
# ['c', 'e', 'f', 'i', 'l', 's']
# [('a', (9, 7)), ('b', (1, 1)), ('b', (2, 1))]
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Συνταξη της Python

▶ import math
class Point2(object):
−→def __init__(self, x, y):
−→−→self.x = x
−→−→self.y = y
−→def __repr__(self):
−→−→return "Point(%s, %s)" % (self.x, self.y)
−→def distance_to(self, other):
−→−→return math.hypot(self.x - other.x, self.y - other.y)

▶ Το→ ειναι το Tab η το Space. Δεν υπαρχουν BEGIN END { }.
▶ Block εντολων με επιπεδα indendation.
▶ __init__ (constructor) και __repr__ ειναι ειδικα ονοματα.
▶ Οι μεθοδοι των στιγμιοτυπων εχουν παντα πρωτο ορισμα το self.
▶ self.x, self.y ειναι μεταβλητες των στιγμιοτυπων της κλασης.
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Visualization αλγοριθμων

▶ Ζεστο πεδιο ερευνας: http://algoviz.org
▶ Εργαλειο για τη διδασκαλια: εμπλουτιζει την ενοραση, ιδιαιτερα σε

πολυπλοκες, οριακες η εκφυλισμενες καταστασεις.
▶ Διαφορα συστηματα visualization: BALSA, TANGO, Zeus, POLKA,

Leonardo,CATAI, JSamba, JAWAA, JHAVE, TRAKLA2, Alice, AliceLive.
▶ Θεωριες μαθησης, levels of engagement ...
▶ Συνηθως δεν υπαρχει ολιστικη αντιμετωπιση αλλα μεμονωμενες

εξειδικευμενες αποπειρες.
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Visualization γεωμετρικων αλγοριθμων

▶ Για το visualization των γεωμετρικων αλγοριθμων ενας στοχος
ειναι η εγκαθιδρυση ενος γεωμετρικού ιδιώματος για την Python:

▶ θα αντικαθιστα τον ψευδοκωδικα στα συγγραμματα,
▶ θα εμπλουτιζει τον ψευδοκωδικα με δυνατοτητα εκτελεσης,
▶ θα δινει δυνατοτητα οπτικης εισοδου και εξοδου,
▶ όμως θα υπολείπεται σημαντικά σε ταχύτητα εκτέλεσης.

▶ Η μειωμενη ταχυτητα εκτελεσης φαινεται λογικο τιμημα για την
αυτοματη εκτελεση του ψευδοκωδικα.

▶ H CGAL (http://cgal.org) ειναι μια καταξιωμενη γεωμετρικη
βιβλιοθηκη σε C++ που πρεπει να αποτελει σημειο αναφορας.
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Υπολογιστικο μοντελο

Πραγματικη (real) RAM (Random Access Machine):
▶ Ακριβης αναπαρασταση και αποθηκευση πραγματικων σε χωρο

O(1).
▶ Μοναδιαιος χρονος για προσπελαση μνημης.
▶ Μοναδιαιος χρονος και απολυτη ακριβεια για βασικες πραξεις στο

R

Μια ικανοποιητικη υλοποιηση του μοντελου ειναι η γλωσσα
προγραμματισμου Python.
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Ευκλειδιος χωρος
Διανυσματα και σημεια στο επιπεδο

▶ Εξεταζουμε γεωμετρικα αντικειμενα που ειναι συνολα σημειων
του δισδιαστατου Ευκλειδιου χωρου.

▶ Τα συνολα σημειων μπορει να ειναι απειρα ομως πρεπει να ειναι
πεπερασμένα ορίσιμα.

▶ Ένα σημειο p = (x, y) ταυτιζεται με το διανυσμα−→
0p.
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Αναπαρασταση σημειων

▶ Μια κλαση της Python που υλοποιει στιγμιοτυπα σημειων στο
επιπεδο (περιεχεται στο αρχειο κειμενου point.py ):

class Point2(object):
def __init__(self, x, y):

self.x = x
self.y = y

def __repr__(self):
return "Point2(%s, %s)" % (self.x, self.y)

▶ Παραδειγμα χρησης στον διερμηνεα:
>>> from point import Point2
>>> a, b = Point2(7.32, 0), Point2(0.12342, -10.23241)
>>> print a,b
Point2(7.32, 0) Point2(0.12342, -10.23241)
>>>
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Αναπαρασταση σημειων
▶ Eμπλουτισμενη κλαση για τα σημεια:

class Point2(object):
def __init__(self, x, y):

self.x, self.y = x, y
def __repr__(self):

return "Point2(%s, %s)" % (self.x, self.y)
@classmethod
def from_point2(cls, point2):

return cls(point2.x, point2.y)
@classmethod
def from_tuple(cls, tup):

return cls(tup[0], tup[1])
@property
def coordinates(self):

return self.x, self.y
@coordinates.setter
def coordinates(self, tup):

self.x, self.y = tup[0], tup[1]
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Αναπαρασταση σημειων

▶ Παραδειγμα χρησης της εμπλουτισμενης κλασης στον διερμηνεα:
>>> from point import Point2
>>> p1 = Point2(3.5,-4)
>>> p2 = Point2.fromPoint2(p1)
>>> p3 = Point2.fromTuple(p2.coordinates)
>>> print p1, p2, p3
Point2(3.5, -4) Point2(3.5, -4) Point2(3.5, -4)
>>>
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Αναπαρασταση ευθυγραμμων τμηματων

▶ Μια κλαση της Python που υλοποιει στιγμιοτυπα ευθυγραμμων
τμηματων στο επιπεδο:

class Segment2(object):
def __init__(self, start, end):

self.start = start
self.end = end

def __repr__(self):
return "Segment2(%s, %s)" % (self.start, self.end)
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Αναπαρασταση ευθυγραμμων τμηματων

▶ Παραδειγμα χρησης στον διερμηνεα:
>>> from point import Point2
>>> from segment import Segment2
>>> p = Point2(1.2, 3.21)
>>> q = Point2(-2, 2.34)
>>> s = Segment2(p, q)
>>> print s
Segment2(Point2(1.2, 3.21), Point2(-2.0, 2.34))

Χριστοδουλος Φραγκουδακης Υπολογιστικη Γεωμετρια με χρηση της Python 14/36



Εμβαδο τριγωνου

▶ Απο το σχολειο: E = βαση×υψος
2

▶ Το τριγωνο δινεται σαν μια τριαδα σημειων
p, q, r = (px, py), (qx, qy), (rx, ry)

▶ Το εξωτερικο γινομενο δυο διανυσματων εχει μετρο ισο με το
εμβαδο του παραλληλογραμμου που οριζουν.

−→
b

−→ap q

r

‖−→a ×−→
b ‖ =

∣∣∣∣∣∣
1 px py

1 qx qy

1 rx ry

∣∣∣∣∣∣
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Υπολογισμος του εμβαδου
▶ Μια συναρτηση Python που υπολογιζει το διπλάσιο του εμβαδου

του τριγωνου pqr:

def area2(p, q, r):
return (r.y-p.y) * (q.x-p.x) - (q.y-p.y) * (r.x-p.x)

▶ Παραδειγμα χρησης στον διερμηνεα:
>>> from point import Point2
>>> from utilities import area2
>>> p = Point(0, 0)
>>> q = Point(3, 0)
>>> r = Point(0, 4)
>>> area2(p, q, r)
12.0
>>> area2(q, p, r)
-12.0
>>> area2(p, q, q)
0.0
>>>
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Προσημο του εμβαδου

▶ Κανονας του δεξιου χεριου.

−→
b

−→ap q

r

‖−→a ×−→
b ‖ =

∣∣∣∣∣∣
1 px py

1 qx qy

1 rx ry

∣∣∣∣∣∣

▶ Θετικό εμβαδο στο τριγωνο pqr σημαινει οτι το διανυσμα−→a = −→pq
πρεπει να στριψει αριστερα για να βρει το−→b = −→pr.

▶ Με αλλα λογια, θετικο εμβαδο στο τριγωνο pqr σημαινει οτι το
σημειο r βρισκεται στα αριστερά του−→pq.

▶ Αρνητικό εμβαδο στο τριγωνο qpr σημαινει οτι το σημειο r
βρισκεται στα δεξιά του−→qp

▶ Μηδενικό εμβαδο στο τριγωνο pqr σημαινει οτι τα σημεια p, q, r
ειναι συνευθειακά.
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Κατηγoρηματα Προσανατολισμου
▶ Συναρτησεις της Python που υλοποιουν κατηγορηματα

προσανατολισμου:

def ccw(p, q, r):
return area2(p, q, r) > 0

def cw(p, q, r):
return area2(p, q, r) < 0

def collinear(p, q, r):
return area2(p, q, r) == 0

def between(p, q, r):
if not collinear(p, q, r):

return False
if p.x != q.x:

return p.x <= r.x <= q.x or p.x >= r.x >= q.x
else:

return p.y <= r.y <= q.y or p.y >= r.y >= q.y
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Κατηγoρηματα Προσανατολισμου

▶ Παραδειγμα χρησης στον διερμηνεα:
>>> from point import Point2
>>> from predicates import *
>>> p = Point2(-0.00342324, 2.03424345)
>>> q = Point2(23.47029054, 3.34344444)
>>> r = Point2(-2.1, -23.00009389)
>>> ccw(p, q, r)
False
>>> cw(p, q, r)
True
>>> collinear(p, q, r)
False
>>> collinear(p, q, q)
True
>>> collinear(q, q, q)
True
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Διαταξη σημειων
▶ Υλοποιηση λεξικογραφικης διαταξης για τα στιγμιοτυπα της

κλασης Point:

class Point2(object):
...

def __eq__(self, other):
return (self.x, self.y) == (other.x, other.y)

def __ne__(self, other):
return (self.x, self.y) != (other.x, other.y)

def __lt__(self, other):
return (self.x, self.y) < (other.x, other.y)

def __gt__(self, other):
return (self.x, self.y) > (other.x, other.y)

def __le__(self, other):
return (self.x, self.y) <= (other.x, other.y)

def __ge__(self, other):
return (self.x, self.y) >= (other.x, other.y)
...
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Διαταξη σημειων
▶ Παραδειγμα χρησης στον διερμηνεα:

>>> from point import Point2
>>> p1 = Point2(3,4)
>>> p2 = Point2(3,3)
>>> p3 = Point2(2,4)
>>> p4 = Point2(2,2)
>>> p5 = Point2(0,4)
>>> point_list = [p1, p2, p3, p4, p5]
>>> for point in sorted(point_list):
... print point
...
Point2(0, 4)
Point2(2, 2)
Point2(2, 4)
Point2(3, 3)
Point2(3, 4)

Χριστοδουλος Φραγκουδακης Υπολογιστικη Γεωμετρια με χρηση της Python 21/36



Περιεχομενα (υπο κατασκευη)

Εισαγωγη

Προκαταρκτικα

Κυρτο Περιβλημα σε δυο διαστασεις
Αλγοριθμος του Jarvis
Αλγοριθμος του Andrew
Αλγοριθμος Διαιρει και Βασιλευε



Κυρτοτητα και Κυρτο Περιβλημα

▶ Ένα συνολο S ειναι κυρτό αν x ∈ S και y ∈ S τοτε το τμήμα xy ⊆ S.

▶ To τμήμα xy ειναι το συνολο ολων των σημειων αx+ βy με
α,β ≥ 0 και α+ β = 1.

▶ Κυρτός συνδυασμός των σημειων x1, . . . , xk ειναι το αθροισμα
α1x1 + · · ·+ αkxk με αi ≥ 0 ∀i και α1 + · · ·+ αk = 1

▶ Κυρτό περίβλημα ενός συνόλου σημείων S ειναι το συνολο ολων
των κυρτων συνδυασμων των στοιχειων του S.

▶ · · · στις d διαστασεις ειναι το συνολο ολων των κυρτων
συνδυασμων απο d+ 1 (η λιγοτερα) σημεια του S

▶ · · · ειναι η τομη ολων των κυρτών συνολων που περιεχουν το S.
▶ · · · ειναι η τομη ολων των ημιχωρων που περιεχουν το S.
▶ · · · ειναι το μικρότερο κυρτό σύνολο που περιεχει το S.
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Κυρτο Περιβλημα
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Κυρτο Περιβλημα
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Περιεχομενα

Εισαγωγη

Προκαταρκτικα

Κυρτο Περιβλημα σε δυο διαστασεις
Αλγοριθμος του Jarvis
Αλγοριθμος του Andrew
Αλγοριθμος Διαιρει και Βασιλευε



Αλγοριθμος του Jarvis
Ευρεση επομενης κορυφης
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Αλγοριθμος του Jarvis
Υλοποιηση στην Python

from pycompgeom.predicates import *
import random

def jarvis(points):
r = r0 = min(points)
hull = [r0]
u = None
while u <> r0:

u = random.choice(points)
for t in points:
if cw(r,u,t) or collinear(r,u,t) and between(r,t,u):

u = t
r = u
points.remove(r)
hull.append(r)

return hull
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Αλγοριθμος του Jarvis
Συγκριση αλγοριθμου και υλοποιησης

Αλγοριθμος
Είσοδος: Σύνολο S αποτελούμενο από n σημεία στο επίπεδο.
Έξοδος: Η αλυσίδα των ακμών και των κορυφών του ΚΠ2.

1. Τρέχουσα κορυφή r=r0 είναι το "μικρότερο" σημείο.

2. Αρχικοποίηση αλυσίδας κορυφών με r. S=S-{r}.

3. Έστω r η τρέχουσα κορυφή και u που ανήκει στο S ένα
οποιοδήποτε σημείο που δεν έχει επιλεγεί ως κορυφή.

Για κάθε σημείο t που ανήκει στο S-{u}:
αν ισχύει CW(r,u,t),
ή αν r,u,t συνευθειακά και u εσωτερικό του (r,t)

τότε θέσε u=t

4. Αν u=r0 τερμάτισε, αλλιώς
r=u, S=S-{r},
πρόσθεσε στην αλυσίδα των κορυφών το r,
συνέχισε στο βήμα 3.

Υλοποιηση στην Python
from pycompgeom import *
import random
def jarvis(S):

r = r0 = min(S)

hull = [r0]
u = None

while u <> r0:
u = random.choice(S)

for t in S:
if cw(r,u,t) or \

collinear(r,u,t) and between(r,t,u):
u = t

r = u
S.remove(r)
hull.append(r)

return hull
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Περιεχομενα

Εισαγωγη

Προκαταρκτικα

Κυρτο Περιβλημα σε δυο διαστασεις
Αλγοριθμος του Jarvis
Αλγοριθμος του Andrew
Αλγοριθμος Διαιρει και Βασιλευε



Αλγοριθμος του Andrew
Ιδεα

▶ Εξεταζουμε τα σημεια με αυξουσα λεξικογραφικη σειρα.
▶ Τα δυο πρωτα σημεια αρχικοποιουν το ανω περιβλημα (αΠ) και το

κατω περιβλημα (κΠ).
▶ Σε καθε βημα τηρουμε το αΠ (κΠ) σαν μια cw (ccw) λιστα σημειων.
▶ Καθε επομενο σημειο p ενημερωνει το αΠ και το κΠ εξεταζοντας τη

στροφη των δυο τελευταιων καθε λιστας προς το p:
▶ Όσο η στροφη ειναι ccw κανουμε pop απο τη λιστα του αΠ.
▶ Όσο η στροφη ειναι cw κανουμε pop απο τη λιστα του κΠ.
▶ Προσθετουμε το p στο τελος των λιστων αΠ και κΠ.

▶ Επιστρεφουμε τις λιστες αΠ και κΠ η τις συγχωνευουμε
καταλληλα για να παρουμε το κυρτο περιβλημα.
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Αλγοριθμος του Andrew
Παραδειγμα
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Αλγοριθμος του Andrew
Υλοποιηση στην Python

def andrew(points, return_hull=True):
upper = []
lower = []
for p in sorted(points):

while len(upper)>1 and ccwon(upper[-2], upper[-1], p):
upper.pop()

while len(lower)>1 and cwon(lower[-2], lower[-1], p):
lower.pop()

upper.append(point)
lower.append(point)

if return_hull:
return lower[:-1]+ [x for x in reversed(upper[1:])]

else:
return upper, lower

▶ Επιστρεφει το κυρτο περιβλημα σαν μια ccw λιστα σημειων.
▶ Αν η παραμετρος return_hull ειναι False επιστρεφει δυο λιστες

για το αΠ και το κΠ σε cw και ccw σειρα αντιτοιχα.
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Aλγοριθμος του Andrew
Αναλυση πολυπλοκοτητας

▶ Το βημα της ταξινομησης κοστιζειO(n logn).
▶ Καθε σημειο θα εισαχθει το πολυ μια φορα στις λιστες αΠ και κΠ.
▶ Καθε σημειο θα εξαχθει το πολυ μια φορα απο τις λιστες αΠ και κΠ.
▶ ΚοστοςO(1) για το χειρισμο καθε επομενου συμειου. Συνολικα

O(n) για το χειρισμο ολων των σημειων.

Χριστοδουλος Φραγκουδακης Υπολογιστικη Γεωμετρια με χρηση της Python 30/36



Διαμετρος συνολου σημειων
Απο ενα συνολο σημειων S να βρεθουν τα δυο σημεια που απεχουν την
μεγαλυτερη αποσταση.
def andipodal(points):

U, L = andrew(points, return_hull=False)
i, j = 0, len(L)-1
while i<len(U)-1 or j>0:

yield U[i], L[j]
if i == len(U)-1: j -= 1
elif j == 0: i += 1
elif (U[i+1].y-U[i].y) * (L[j].x-L[j-1].x) > \

(L[j].y-L[j-1].y) * (U[i+1].x-U[i].x):
i += 1

else: j -= 1

def diameter(points):
dlist = [((p.x-q.x)**2+(p.y-q.y)**2,(p,q)) \

for p,q in antipodal(points)]
diam, pair = max(dlist)
return pair
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Περιεχομενα

Εισαγωγη

Προκαταρκτικα

Κυρτο Περιβλημα σε δυο διαστασεις
Αλγοριθμος του Jarvis
Αλγοριθμος του Andrew
Αλγοριθμος Διαιρει και Βασιλευε



Αλγοριθμος Διαιρει και Βασιλευε

▶ Υπολογιζουμε το σημειο με την κεντρικη τετμημενη και χωριζουμε
το αρχικο σημειοσυνολο στα δυο αντιστοιχα υποσυνολα.

▶ Εφαρμοζουμε τον αλγοριθμο για τα ΚΠ των δυο υποσυνολων.
▶ Συνθετουμε το συνολικο ΚΠ απο τα δυο κυρτα περιβληματα.
▶ Συνθεση: εντοπισμος ακμων (γέφυρες) του συνολικου ΚΠ που /∈ σε

κανενα απο τα δυο ΚΠ των υποπροβληματων.
▶ Οι γεφυρες ενωνουν μια κορυφη του αριστερου ΚΠ με μια κορυφη

του δεξιου ΚΠ.
▶ Η πάνω γέφυρα, απο τα αριστερα προς τα δεξια, αφηνει στα δεξια

τις υπολοιπες κορυφες των ΚΠ των υποπροβληματων.
▶ Η κάτω γέφυρα, με την ιδια φορα, αφηνει στα αριστερα τις

υπολοιπες κορυφες των ΚΠ των υποπροβληματων.
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Αλγοριθμος Διαιρει και Βασιλευε
Βημα συνθεσης των υποπροβληματων
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Αλγοριθμος Διαιρει και Βασιλευε
Παραδειγμα
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Αλγοριθμος Διαιρει και Βασιλευε
Παραδειγμα
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Αλγοριθμος Διαιρει και Βασιλευε
Υλοποιηση της συνθεσης των υποπροβληματων στην Python

def find_upper_bridge(polygon1, polygon2):
i = polygon1.index(max(polygon1.vertices))
j = polygon2.index(min(polygon2.vertices))
i_changed = j_changed = False
while not i_changed and not j_changed:

if not ccw(polygon1[i], polygon1[i+1], polygon2[j]):
i = i+1
i_changed = True

else:
i_changed = False

if not cw(polygon2[j], polygon2[j-1], polygon1[i]):
j = j-1
j_changed = True

else:
j_changed = False

return Segment2(polygon1[i], polygon2[j])

Χριστοδουλος Φραγκουδακης Υπολογιστικη Γεωμετρια με χρηση της Python 35/36



Αλγοριθμος Διαιρει και Βασιλευε
Αναλυση πολυπλοκοτητας

▶ Χρονικη πολυπλοκοτητα T(n) = 2T(n
2
) +O(n) αν το βημα της

συνθεσης των υποπροβληματων κοστιζειO(n).
▶ Αν n = 2k τοτε k = logn. ΘετουμεO(n) = cn και αναπτυσουμε το

T(n) = T(2k) συμφωνα με την αναδρομη T(n) = 2T(n
2
) + cn:

T(2k) = 2T(2k−1) + c2k

= 4T(2k−2) + 2c2k

= 8T(2k−3) + 3c2k

= · · ·
= 2m(2k−m) +mc2k

▶ Αν επαναλαβουμε k φορες τοτε

T(2k) = 2k + ck2k = n+ cn logn = O(n logn)

Χριστοδουλος Φραγκουδακης Υπολογιστικη Γεωμετρια με χρηση της Python 36/36
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