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Γιατιʆ με χρηʆ ση της Python;

▶ Το προʆ γραμμα “Hello World!” σε τρεις γλωʆ σσες προγραμματισμουʆ :

C++ #include<iostream.h>
using namespace std;
void main(){cout << "Hello world!" << end;}

Java public class HelloWorld {
public static void main(String[] args) {
System.out.println("Hello World!");}}

Python print "Hello World!"
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Γιατιʆ με χρηʆ ση της Python;

▶ Σχεδοʆ ν μοιαʆ ζει με ψευδογλωʆ σσα:

def factorial(num):
return 1 if num==1 else num*factorial(num-1)

def symmetric_difference(set1, set2):
return [x for x in set1 if x not in set2] +

[x for x in set2 if x not in set1]

▶ “Οι μπαταριʆες περιεʆχονται μεʆσα στη συσκευασιʆα”:
▶ εξαιρετικηʆ τεκμηριʆωση μεʆσα στην ιʆδια τη γλωʆ σσα,
▶ πληθωʆ ρα ενσωματωμεʆνων δομωʆ ν δεδομεʆνων,
▶ πληθωʆ ρα βιβλιοθηκωʆ ν για επιστημονικουʆ ς υπολογισμουʆ ς,
▶ ενθουσιωʆ δη κοινοʆ τητα.
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Το στυλ της Python

▶ Duck Typing: If it walks like a duck, swims like a duck and quacks like
a duck, it must be a duck.

▶ Δυναμικοιʆ τυʆ ποι αντικειμεʆνων: οι μεʆθοδοι και τα χαρακτηριστικαʆ
τους προσδιοριʆζουν έγκυρη σημασιολογία παραʆ κληρονομικοʆ τητα.

▶ Όψη της χρήσης vs Τύπος του αντικειμεʆνου.
▶ Δεν ελεʆγχουμε τον τυʆ πο αλλαʆ καλουʆ με τις μεθοʆ δουςwalk swim και

quack: το αντικειʆμενο ανταποκριʆνεται ηʆ εʆχουμε run-time error.
▶ Exception handling: try · · · except blocks.
▶ EAFP: Easier to Ask for Forgiveness than Permission.
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Duck Typing
Χρηʆ ση του ιʆδιου κωʆ δικα για διαφορετικουʆ ς τυʆ πους δεδομεʆνων

def insertion_sort(sequence):
for j in range(1, len(sequence)):

key = sequence[j]
i = j-1
while i >= 0 and sequence[i] > key:

sequence[i+1] = sequence[i]
i = i-1

sequence[i+1] = key
return sequence

print insertion_sort([2,7,5,3])
print insertion_sort(['s','c','f','l','e','i'])
print insertion_sort([('b',(2,1)),('a',(9,7)),('b',(1,1))])

# prints:
# [2, 3, 5, 7]
# ['c', 'e', 'f', 'i', 'l', 's']
# [('a', (9, 7)), ('b', (1, 1)), ('b', (2, 1))]
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Συʆ νταξη της Python

▶ import math
class Point2(object):
−→def __init__(self, x, y):
−→−→self.x = x
−→−→self.y = y
−→def __repr__(self):
−→−→return "Point(%s, %s)" % (self.x, self.y)
−→def distance_to(self, other):
−→−→return math.hypot(self.x - other.x, self.y - other.y)

▶ Το→ ειʆναι το Tab ηʆ το Space. Δεν υπαʆ ρχουν BEGIN END { }.
▶ Block εντολωʆ ν με επιʆπεδα indendation.
▶ __init__ (constructor) και __repr__ ειʆναι ειδικαʆ ονοʆ ματα.
▶ Οι μεʆθοδοι των στιγμιοτυʆ πων εʆχουν παʆ ντα πρωʆ το οʆ ρισμα το self.
▶ self.x, self.y ειʆναι μεταβλητεʆς των στιγμιοτυʆ πων της κλαʆ σης.
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Visualization αλγοριʆθμων

▶ Ζεστοʆ πεδιʆο εʆρευνας: http://algoviz.org
▶ Εργαλειʆο για τη διδασκαλιʆα: εμπλουτιʆζει την ενοʆ ραση, ιδιαιʆτερα σε

πολυʆ πλοκες, οριακεʆς ηʆ εκφυλισμεʆνες κατασταʆ σεις.
▶ Διαʆφορα συστηʆ ματα visualization: BALSA, TANGO, Zeus, POLKA,

Leonardo,CATAI, JSamba, JAWAA, JHAVEƵ , TRAKLA2, Alice, AliceLive.
▶ Θεωριʆες μαʆ θησης, levels of engagement ...
▶ Συνηʆ θως δεν υπαʆ ρχει ολιστικηʆ αντιμετωʆ πιση αλλαʆ μεμονωμεʆνες

εξειδικευμεʆνες αποʆπειρες.
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Visualization γεωμετρικωʆ ν αλγοριʆθμων

▶ Για το visualization των γεωμετρικωʆ ν αλγοριʆθμων εʆνας στοʆ χος
ειʆναι η εγκαθιʆδρυση ενοʆ ς γεωμετρικού ιδιώματος για την Python:

▶ θα αντικαθισταʆ τον ψευδοκωʆ δικα στα συγγραʆ μματα,
▶ θα εμπλουτιʆζει τον ψευδοκωʆ δικα με δυνατοʆ τητα εκτεʆλεσης,
▶ θα διʆνει δυνατοʆ τητα οπτικηʆ ς εισοʆ δου και εξοʆ δου,
▶ όμως θα υπολείπεται σημαντικά σε ταχύτητα εκτέλεσης.

▶ Η μειωμεʆνη ταχυʆ τητα εκτεʆλεσης φαιʆνεται λογικοʆ τιʆμημα για την
αυτοʆ ματη εκτεʆλεση του ψευδοκωʆ δικα.

▶ H CGAL (http://cgal.org) ειʆναι μια καταξιωμεʆνη γεωμετρικηʆ
βιβλιοθηʆ κη σε C++ που πρεʆπει να αποτελειʆ σημειʆο αναφοραʆ ς.
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Υπολογιστικοʆ μοντεʆλο

Πραγματικηʆ (real) RAM (Random Access Machine):
▶ Ακριβηʆ ς αναπαραʆ σταση και αποθηʆ κευση πραγματικωʆ ν σε χωʆ ρο

O(1).
▶ Μοναδιαιʆος χροʆ νος για προσπεʆλαση μνηʆ μης.
▶ Μοναδιαιʆος χροʆ νος και αποʆ λυτη ακριʆβεια για βασικεʆς πραʆ ξεις στο

R

Μια ικανοποιητικηʆ υλοποιʆηση του μοντεʆλου ειʆναι η γλωʆ σσα
προγραμματισμουʆ Python.
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Ευκλειʆδιος χωʆ ρος
Διανυʆ σματα και σημειʆα στο επιʆπεδο

▶ Εξεταʆ ζουμε γεωμετρικαʆ αντικειʆμενα που ειʆναι συʆ νολα σημειʆων
του δισδιαʆ στατου Ευκλειʆδιου χωʆ ρου.

▶ Τα συʆ νολα σημειʆων μπορειʆ να ειʆναι αʆ πειρα οʆ μως πρεʆπει να ειʆναι
πεπερασμένα ορίσιμα.

▶ Ένα σημειʆο p = (x, y) ταυτιʆζεται με το διαʆ νυσμα−→
0p.
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Αναπαραʆ σταση σημειʆων

▶ Μια κλαʆ ση της Python που υλοποιειʆ στιγμιοʆ τυπα σημειʆων στο
επιʆπεδο (περιεʆχεται στο αρχειʆο κειμεʆνου point.py ):

class Point2(object):
def __init__(self, x, y):

self.x = x
self.y = y

def __repr__(self):
return "Point2(%s, %s)" % (self.x, self.y)

▶ Παραʆ δειγμα χρηʆ σης στον διερμηνεʆα:
>>> from point import Point2
>>> a, b = Point2(7.32, 0), Point2(0.12342, -10.23241)
>>> print a,b
Point2(7.32, 0) Point2(0.12342, -10.23241)
>>>
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Αναπαραʆ σταση σημειʆων

▶ Μια κλαʆ ση της Python που υλοποιειʆ στιγμιοʆ τυπα σημειʆων στο
επιʆπεδο (περιεʆχεται στο αρχειʆο κειμεʆνου point.py ):

class Point2(object):
def __init__(self, x, y):

self.x = x
self.y = y

def __repr__(self):
return "Point2(%s, %s)" % (self.x, self.y)

▶ Παραʆ δειγμα χρηʆ σης στον διερμηνεʆα:
>>> from point import Point2
>>> a, b = Point2(7.32, 0), Point2(0.12342, -10.23241)
>>> print a,b
Point2(7.32, 0) Point2(0.12342, -10.23241)
>>>
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Αναπαραʆ σταση σημειʆων
▶ Eμπλουτισμεʆνη κλαʆ ση για τα σημειʆα:

class Point2(object):
def __init__(self, x, y):

self.x, self.y = x, y
def __repr__(self):

return "Point2(%s, %s)" % (self.x, self.y)
@classmethod
def from_point2(cls, point2):

return cls(point2.x, point2.y)
@classmethod
def from_tuple(cls, tup):

return cls(tup[0], tup[1])
@property
def coordinates(self):

return self.x, self.y
@coordinates.setter
def coordinates(self, tup):

self.x, self.y = tup[0], tup[1]
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Αναπαραʆ σταση σημειʆων

▶ Παραʆ δειγμα χρηʆ σης της εμπλουτισμεʆνης κλαʆ σης στον διερμηνεʆα:
>>> from point import Point2
>>> p1 = Point2(3.5,-4)
>>> p2 = Point2.fromPoint2(p1)
>>> p3 = Point2.fromTuple(p2.coordinates)
>>> print p1, p2, p3
Point2(3.5, -4) Point2(3.5, -4) Point2(3.5, -4)
>>>
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Αναπαραʆ σταση ευθυγραʆ μμων τμημαʆ των

▶ Μια κλαʆ ση της Python που υλοποιειʆ στιγμιοʆ τυπα ευθυγραʆ μμων
τμημαʆ των στο επιʆπεδο:

class Segment2(object):
def __init__(self, start, end):

self.start = start
self.end = end

def __repr__(self):
return "Segment2(%s, %s)" % (self.start, self.end)
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Αναπαραʆ σταση ευθυγραʆ μμων τμημαʆ των

▶ Παραʆ δειγμα χρηʆ σης στον διερμηνεʆα:
>>> from point import Point2
>>> from segment import Segment2
>>> p = Point2(1.2, 3.21)
>>> q = Point2(-2, 2.34)
>>> s = Segment2(p, q)
>>> print s
Segment2(Point2(1.2, 3.21), Point2(-2.0, 2.34))
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Εμβαδοʆ τριγωʆ νου

▶ Αποʆ το σχολειʆο: E = βαʆ ση×υʆψος
2

▶ Το τριʆγωνο διʆνεται σαν μια τριαʆ δα σημειʆων
p, q, r = (px, py), (qx, qy), (rx, ry)

▶ Το εξωτερικοʆ γινοʆ μενο δυʆ ο διανυσμαʆ των εʆχει μεʆτρο ιʆσο με το
εμβαδοʆ του παραλληλογραʆ μμου που οριʆζουν.

−→
b

−→ap q

r

‖−→a ×−→
b ‖ =

∣∣∣∣∣∣
1 px py

1 qx qy

1 rx ry

∣∣∣∣∣∣
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Υπολογισμοʆ ς του εμβαδουʆ
▶ Μια συναʆ ρτηση Python που υπολογιʆζει το διπλάσιο του εμβαδουʆ

του τριγωʆ νου pqr:

def area2(p, q, r):
return (r.y-p.y) * (q.x-p.x) - (q.y-p.y) * (r.x-p.x)

▶ Παραʆ δειγμα χρηʆ σης στον διερμηνεʆα:
>>> from point import Point2
>>> from utilities import area2
>>> p = Point(0, 0)
>>> q = Point(3, 0)
>>> r = Point(0, 4)
>>> area2(p, q, r)
12.0
>>> area2(q, p, r)
-12.0
>>> area2(p, q, q)
0.0
>>>
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Προʆσημο του εμβαδουʆ

▶ Κανοʆ νας του δεξιουʆ χεριουʆ .

−→
b

−→ap q

r

‖−→a ×−→
b ‖ =

∣∣∣∣∣∣
1 px py

1 qx qy

1 rx ry

∣∣∣∣∣∣

▶ Θετικό εμβαδοʆ στο τριʆγωνο pqr σημαιʆνει οʆ τι το διαʆ νυσμα−→a = −→pq
πρεʆπει να στριʆψει αριστεραʆ για να βρει το−→b = −→pr.

▶ Με αʆ λλα λοʆ για, θετικοʆ εμβαδοʆ στο τριʆγωνο pqr σημαιʆνει οʆ τι το
σημειʆο r βριʆσκεται στα αριστερά του−→pq.

▶ Αρνητικό εμβαδοʆ στο τριʆγωνο qpr σημαιʆνει οʆ τι το σημειʆο r
βριʆσκεται στα δεξιά του−→qp

▶ Μηδενικό εμβαδοʆ στο τριʆγωνο pqr σημαιʆνει οʆ τι τα σημειʆα p, q, r
ειʆναι συνευθειακά.
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Κατηγoρηʆ ματα Προσανατολισμουʆ
▶ Συναρτηʆ σεις της Python που υλοποιουʆ ν κατηγορηʆ ματα

προσανατολισμουʆ :

def ccw(p, q, r):
return area2(p, q, r) > 0

def cw(p, q, r):
return area2(p, q, r) < 0

def collinear(p, q, r):
return area2(p, q, r) == 0

def between(p, q, r):
if not collinear(p, q, r):

return False
if p.x != q.x:

return p.x <= r.x <= q.x or p.x >= r.x >= q.x
else:

return p.y <= r.y <= q.y or p.y >= r.y >= q.y
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Κατηγoρηʆ ματα Προσανατολισμουʆ

▶ Παραʆ δειγμα χρηʆ σης στον διερμηνεʆα:
>>> from point import Point2
>>> from predicates import *
>>> p = Point2(-0.00342324, 2.03424345)
>>> q = Point2(23.47029054, 3.34344444)
>>> r = Point2(-2.1, -23.00009389)
>>> ccw(p, q, r)
False
>>> cw(p, q, r)
True
>>> collinear(p, q, r)
False
>>> collinear(p, q, q)
True
>>> collinear(q, q, q)
True
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Διαʆ ταξη σημειʆων
▶ Υλοποιʆηση λεξικογραφικηʆ ς διαʆ ταξης για τα στιγμιοʆ τυπα της

κλαʆ σης Point:

class Point2(object):
...

def __eq__(self, other):
return (self.x, self.y) == (other.x, other.y)

def __ne__(self, other):
return (self.x, self.y) != (other.x, other.y)

def __lt__(self, other):
return (self.x, self.y) < (other.x, other.y)

def __gt__(self, other):
return (self.x, self.y) > (other.x, other.y)

def __le__(self, other):
return (self.x, self.y) <= (other.x, other.y)

def __ge__(self, other):
return (self.x, self.y) >= (other.x, other.y)
...
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Διαʆ ταξη σημειʆων
▶ Παραʆ δειγμα χρηʆ σης στον διερμηνεʆα:

>>> from point import Point2
>>> p1 = Point2(3,4)
>>> p2 = Point2(3,3)
>>> p3 = Point2(2,4)
>>> p4 = Point2(2,2)
>>> p5 = Point2(0,4)
>>> point_list = [p1, p2, p3, p4, p5]
>>> for point in sorted(point_list):
... print point
...
Point2(0, 4)
Point2(2, 2)
Point2(2, 4)
Point2(3, 3)
Point2(3, 4)
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Κυρτοʆ τητα και Κυρτοʆ Περιʆβλημα

▶ Ένα συʆ νολο S ειʆναι κυρτό αν x ∈ S και y ∈ S τοʆ τε το τμήμα xy ⊆ S.

▶ To τμήμα xy ειʆναι το συʆ νολο οʆ λων των σημειʆων αx+ βy με
α,β ≥ 0 και α+ β = 1.

▶ Κυρτός συνδυασμός των σημειʆων x1, . . . , xk ειʆναι το αʆ θροισμα
α1x1 + · · ·+ αkxk με αi ≥ 0 ∀i και α1 + · · ·+ αk = 1

▶ Κυρτό περίβλημα ενός συνόλου σημείων S ειʆναι το συʆ νολο οʆ λων
των κυρτωʆ ν συνδυασμωʆ ν των στοιχειʆων του S.

▶ · · · στις d διασταʆ σεις ειʆναι το συʆ νολο οʆ λων των κυρτωʆ ν
συνδυασμωʆ ν αποʆ d+ 1 (ηʆ λιγοʆ τερα) σημειʆα του S

▶ · · · ειʆναι η τομηʆ οʆ λων των κυρτών συνοʆ λων που περιεʆχουν το S.
▶ · · · ειʆναι η τομηʆ οʆ λων των ημιχωʆ ρων που περιεʆχουν το S.
▶ · · · ειʆναι το μικρότερο κυρτό σύνολο που περιεʆχει το S.
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Κυρτοʆ τητα και Κυρτοʆ Περιʆβλημα

▶ Ένα συʆ νολο S ειʆναι κυρτό αν x ∈ S και y ∈ S τοʆ τε το τμήμα xy ⊆ S.
▶ To τμήμα xy ειʆναι το συʆ νολο οʆ λων των σημειʆων αx+ βy με

α,β ≥ 0 και α+ β = 1.

▶ Κυρτός συνδυασμός των σημειʆων x1, . . . , xk ειʆναι το αʆ θροισμα
α1x1 + · · ·+ αkxk με αi ≥ 0 ∀i και α1 + · · ·+ αk = 1

▶ Κυρτό περίβλημα ενός συνόλου σημείων S ειʆναι το συʆ νολο οʆ λων
των κυρτωʆ ν συνδυασμωʆ ν των στοιχειʆων του S.

▶ · · · στις d διασταʆ σεις ειʆναι το συʆ νολο οʆ λων των κυρτωʆ ν
συνδυασμωʆ ν αποʆ d+ 1 (ηʆ λιγοʆ τερα) σημειʆα του S

▶ · · · ειʆναι η τομηʆ οʆ λων των κυρτών συνοʆ λων που περιεʆχουν το S.
▶ · · · ειʆναι η τομηʆ οʆ λων των ημιχωʆ ρων που περιεʆχουν το S.
▶ · · · ειʆναι το μικρότερο κυρτό σύνολο που περιεʆχει το S.
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Κυρτοʆ Περιʆβλημα
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Περιεχοʆ μενα

Εισαγωγηʆ

Προκαταρκτικαʆ

Κυρτοʆ Περιʆβλημα σε δυʆ ο διασταʆ σεις
Αλγοʆ ριθμος του Jarvis
Αλγοʆ ριθμος του Andrew
Αλγοʆ ριθμος Διαιʆρει και Βασιʆλευε



Αλγοʆ ριθμος του Jarvis
Ευʆ ρεση εποʆ μενης κορυφηʆ ς
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Αλγοʆ ριθμος του Jarvis
Υλοποιʆηση στην Python

from pycompgeom.predicates import *
import random

def jarvis(points):
r = r0 = min(points)
hull = [r0]
u = None
while u <> r0:

u = random.choice(points)
for t in points:
if cw(r,u,t) or collinear(r,u,t) and between(r,t,u):

u = t
r = u
points.remove(r)
hull.append(r)

return hull
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Αλγοʆ ριθμος του Jarvis
Συʆ γκριση αλγοʆ ριθμου και υλοποιʆησης

Αλγοʆ ριθμος
Είσοδος: Σύνολο S αποτελούμενο από n σημεία στο επίπεδο.
Έξοδος: Η αλυσίδα των ακμών και των κορυφών του ΚΠ2.

1. Τρέχουσα κορυφή r=r0 είναι το "μικρότερο" σημείο.

2. Αρχικοποίηση αλυσίδας κορυφών με r. S=S-{r}.

3. Έστω r η τρέχουσα κορυφή και u που ανήκει στο S ένα
οποιοδήποτε σημείο που δεν έχει επιλεγεί ως κορυφή.

Για κάθε σημείο t που ανήκει στο S-{u}:
αν ισχύει CW(r,u,t),
ή αν r,u,t συνευθειακά και u εσωτερικό του (r,t)

τότε θέσε u=t

4. Αν u=r0 τερμάτισε, αλλιώς
r=u, S=S-{r},
πρόσθεσε στην αλυσίδα των κορυφών το r,
συνέχισε στο βήμα 3.

Υλοποιʆηση στην Python
from pycompgeom import *
import random
def jarvis(S):

r = r0 = min(S)

hull = [r0]
u = None

while u <> r0:
u = random.choice(S)

for t in S:
if cw(r,u,t) or \

collinear(r,u,t) and between(r,t,u):
u = t

r = u
S.remove(r)
hull.append(r)

return hull
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Περιεχοʆ μενα

Εισαγωγηʆ

Προκαταρκτικαʆ

Κυρτοʆ Περιʆβλημα σε δυʆ ο διασταʆ σεις
Αλγοʆ ριθμος του Jarvis
Αλγοʆ ριθμος του Andrew
Αλγοʆ ριθμος Διαιʆρει και Βασιʆλευε



Αλγοʆ ριθμος του Andrew
Ιδεʆα

▶ Εξεταʆ ζουμε τα σημειʆα με αυʆ ξουσα λεξικογραφικηʆ σειραʆ .
▶ Τα δυʆ ο πρωʆ τα σημειʆα αρχικοποιουʆ ν το αʆ νω περιʆβλημα (αΠ) και το

καʆ τω περιʆβλημα (κΠ).
▶ Σε καʆ θε βηʆ μα τηρουʆ με το αΠ (κΠ) σαν μια cw (ccw) λιʆστα σημειʆων.
▶ Καʆ θε εποʆ μενο σημειʆο p ενημερωʆ νει το αΠ και το κΠ εξεταʆ ζοντας τη

στροφηʆ των δυʆ ο τελευταιʆων καʆ θε λιʆστας προς το p:
▶ Όσο η στροφηʆ ειʆναι ccw καʆ νουμε pop αποʆ τη λιʆστα του αΠ.
▶ Όσο η στροφηʆ ειʆναι cw καʆ νουμε pop αποʆ τη λιʆστα του κΠ.
▶ Προσθεʆτουμε το p στο τεʆλος των λιστωʆ ν αΠ και κΠ.

▶ Επιστρεʆφουμε τις λιʆστες αΠ και κΠ ηʆ τις συγχωνευʆ ουμε
καταʆ λληλα για να παʆ ρουμε το κυρτοʆ περιʆβλημα.
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Αλγοʆ ριθμος του Andrew
Παραʆ δειγμα
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Παραʆ δειγμα
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Αλγοʆ ριθμος του Andrew
Υλοποιʆηση στην Python

def andrew(points, return_hull=True):
upper = []
lower = []
for p in sorted(points):

while len(upper)>1 and ccwon(upper[-2], upper[-1], p):
upper.pop()

while len(lower)>1 and cwon(lower[-2], lower[-1], p):
lower.pop()

upper.append(point)
lower.append(point)

if return_hull:
return lower[:-1]+ [x for x in reversed(upper[1:])]

else:
return upper, lower

▶ Επιστρεʆφει το κυρτοʆ περιʆβλημα σαν μια ccw λιʆστα σημειʆων.
▶ Αν η παραʆ μετρος return_hull ειʆναι False επιστρεʆφει δυʆ ο λιʆστες

για το αΠ και το κΠ σε cw και ccw σειραʆ αντιʆτοιχα.
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Aλγοʆ ριθμος του Andrew
Αναʆ λυση πολυπλοκοʆ τητας

▶ Το βηʆ μα της ταξινοʆ μησης κοστιʆζειO(n logn).
▶ Καʆ θε σημειʆο θα εισαχθειʆ το πολυʆ μια φοραʆ στις λιʆστες αΠ και κΠ.
▶ Καʆ θε σημειʆο θα εξαχθειʆ το πολυʆ μια φοραʆ αποʆ τις λιʆστες αΠ και κΠ.
▶ ΚοʆστοςO(1) για το χειρισμοʆ καʆ θε εποʆ μενου συμειʆου. Συνολικαʆ

O(n) για το χειρισμοʆ οʆ λων των σημειʆων.
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Διαʆ μετρος συνοʆ λου σημειʆων
Αποʆ εʆνα συʆ νολο σημειʆων S να βρεθουʆ ν τα δυʆ ο σημειʆα που απεʆχουν την
μεγαλυʆ τερη αποʆσταση.
def andipodal(points):

U, L = andrew(points, return_hull=False)
i, j = 0, len(L)-1
while i<len(U)-1 or j>0:

yield U[i], L[j]
if i == len(U)-1: j -= 1
elif j == 0: i += 1
elif (U[i+1].y-U[i].y) * (L[j].x-L[j-1].x) > \

(L[j].y-L[j-1].y) * (U[i+1].x-U[i].x):
i += 1

else: j -= 1

def diameter(points):
dlist = [((p.x-q.x)**2+(p.y-q.y)**2,(p,q)) \

for p,q in antipodal(points)]
diam, pair = max(dlist)
return pair
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Αλγοʆ ριθμος του Jarvis
Αλγοʆ ριθμος του Andrew
Αλγοʆ ριθμος Διαιʆρει και Βασιʆλευε



Αλγοʆ ριθμος Διαιʆρει και Βασιʆλευε

▶ Υπολογιʆζουμε το σημειʆο με την κεντρικηʆ τετμημεʆνη και χωριʆζουμε
το αρχικοʆ σημειοσυʆ νολο στα δυʆ ο αντιʆστοιχα υποσυʆ νολα.

▶ Εφαρμοʆ ζουμε τον αλγοʆ ριθμο για τα ΚΠ των δυʆ ο υποσυνοʆ λων.
▶ Συνθεʆτουμε το συνολικοʆ ΚΠ αποʆ τα δυʆ ο κυρταʆ περιβληʆ ματα.
▶ Συʆ νθεση: εντοπισμοʆ ς ακμωʆ ν (γέφυρες) του συνολικουʆ ΚΠ που /∈ σε

κανεʆνα αποʆ τα δυʆ ο ΚΠ των υποπροβλημαʆ των.
▶ Οι γεʆφυρες ενωʆ νουν μια κορυφηʆ του αριστερουʆ ΚΠ με μια κορυφηʆ

του δεξιουʆ ΚΠ.
▶ Η πάνω γέφυρα, αποʆ τα αριστεραʆ προς τα δεξιαʆ , αφηʆ νει στα δεξιαʆ

τις υποʆ λοιπες κορυφεʆς των ΚΠ των υποπροβλημαʆ των.
▶ Η κάτω γέφυρα, με την ιʆδια φοραʆ , αφηʆ νει στα αριστεραʆ τις

υποʆ λοιπες κορυφεʆς των ΚΠ των υποπροβλημαʆ των.
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Αλγοʆ ριθμος Διαιʆρει και Βασιʆλευε
Βηʆ μα συʆ νθεσης των υποπροβλημαʆ των
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Αλγοʆ ριθμος Διαιʆρει και Βασιʆλευε
Υλοποιʆηση της συʆ νθεσης των υποπροβλημαʆ των στην Python

def find_upper_bridge(polygon1, polygon2):
i = polygon1.index(max(polygon1.vertices))
j = polygon2.index(min(polygon2.vertices))
i_changed = j_changed = False
while not i_changed and not j_changed:

if not ccw(polygon1[i], polygon1[i+1], polygon2[j]):
i = i+1
i_changed = True

else:
i_changed = False

if not cw(polygon2[j], polygon2[j-1], polygon1[i]):
j = j-1
j_changed = True

else:
j_changed = False

return Segment2(polygon1[i], polygon2[j])
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Αλγοʆ ριθμος Διαιʆρει και Βασιʆλευε
Αναʆ λυση πολυπλοκοʆ τητας

▶ Χρονικηʆ πολυπλοκοʆ τητα T(n) = 2T(n
2
) +O(n) αν το βηʆ μα της

συʆ νθεσης των υποπροβλημαʆ των κοστιʆζειO(n).
▶ Αν n = 2k τοʆ τε k = logn. ΘεʆτουμεO(n) = cn και αναπτυʆ σουμε το

T(n) = T(2k) συʆ μφωνα με την αναδρομηʆ T(n) = 2T(n
2
) + cn:

T(2k) = 2T(2k−1) + c2k

= 4T(2k−2) + 2c2k

= 8T(2k−3) + 3c2k

= · · ·
= 2m(2k−m) +mc2k

▶ Αν επαναλαʆ βουμε k φορεʆς τοʆ τε

T(2k) = 2k + ck2k = n+ cn logn = O(n logn)
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