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Εισαγωγή

Φυσική διάταξη

∆u − f(x, y)
∂u

∂x
− g(x, y)

∂u

∂y
= 0 (1)

στο Ω = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ ℓ1, 0 ≤ y ≤ ℓ2 }.
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Φυσική διάταξη

uij = lijui−1,j + rijui+1,j + tijui,j+1 + bij ui,j−1 (2)
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,

h =
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M1 + 1
, k =

ℓ1

M2 + 1
, fij = f(ih, jk), gij = g(ih, jk).
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Φυσική διάταξη

Au = b (3)

όπου

A =



















M1 T1 0
B2 M2 T2

B3 M3 T3

. . .
. . .

. . .

BN−1 MN−1 TN−1

0 BN MN



















. (4)
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Κόκκινη-Μαύρη διάταξη

Κόκκινη-Μαύρη διάταξη - Παραλληλία.
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Au = b

όπου

A =

(

D1 F

E D2

)

(5)

D1,D2 τετραγωνικοί

διαγώνιοι.
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Αδιάσπαστοι πίνακες

Ορισµός

Για n ≥ 2, ο A ∈ C
n×n λέγεται διασπάσιµος (reducible) αν υπάρχει ένας n × n

µεταθετικός πίνακας Ρ τέτοιος ώστε

PAP
T =

[

A11 A12

O A22

]

(6)

όπου A11 είναι ένας r × r υποπίνακας και A22 είναι ένας (n − r)× (n − r) υποπίνακας,

µε 1 ≤ r < n.

Αν δεν υπάρχει τέτοιος µεταθετικός πίνακας τότε ο Α λέγεται αδιάσπαστος (irreducible).
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Αδιάσπαστοι πίνακες

Η έννοια της διάσπασης είναι ιδιαίτερα σηµαντική καθώς το αρχικό σύστηµα µπορεί να

µετασχηµατιστεί στο Au = k , όπου A = PAPT είναι της µορφής (6). Στην περίπτωση

αυτή έχουµε

A11u1 + A12u2 = k1

A22u2 = k2

(7)

οπότε το αρχικό σύστηµα υποβιβάζεται σε δύο µικρότερης τάξης συστήµατα, τα οποία

διατηρούν µεταξύ τους τη σχέση των εξισώσεων µε τους αγνώστους και µπορούν να

επιλυθούν ανεξάρτητα από το αρχικό σύστηµα.
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Αδιάσπαστοι πίνακες και Γραφήµατα

Ορισµός

΄Ενα κατευθυνόµενο γράφηµα είναι ισχυρά συνεκτικό αν για κάθε Ϲεύγος κόµβων

(Pi , Pj), υπάρχει ένα µονοπάτι από τον Pi στον Pj και από τον Pj στον Pi . ∆ηλαδή, οι

κόµβοι Pi και Pj ϐρίσκονται πάνω σε ένα κύκλο.

Παράδειγµα

B =
1

4









0 0 1 1

0 0 1 1

1 1 0 0

1 1 0 0









P1
P3

P2P4

G(B)

Το παραπάνω κατευθυνόµενο γράφηµα είναι ισχυρά συνεκτικό, γιατί για κάθε Ϲεύγος

κόµβων υπάρχει ένα µονοπάτι.
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Αδιάσπαστοι πίνακες και Γραφήµατα

Παράδειγµα

A =

(

1 1

0 3

)

G(A)

P1 P2

Το παραπάνω κατευθυνόµενο γράφηµα δεν είναι ισχυρά συνεκτικό διότι δεν υπάρχει

µονοπάτι από τον κόµβο P2 προς τον κόµβο P1.
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Αδιάσπαστοι πίνακες και Γραφήµατα

Θεώρηµα

΄Ενας πίνακας Α τάξης n είναι αδιάσπαστος αν και µόνο αν το κατευθυνόµενο γράφηµα

του G(A) είναι ισχυρά συνεκτικό.

Σηµείωση

΄Οταν ένας πίνακας είναι αδιάσπαστος, όλα τα εκτός της διαγωνίου του στοιχεία σε

κάθε γραµµή ή στήλη του πίνακα δεν είναι µηδενικά.
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p-κυκλικοί πίνακες

Ορισµός

΄Εστω A ≥ 0 ένας αδιάσπαστος n × n πίνακας και k το πλήθος των ιδιοτιµών του Α µε µέτρο ρ(A). Αν k = 1,

τότε ο Α λέγεται πρωτεύων. Αν k > 1, τότε ο Α λέγεται κυκλικός µε δείκτη k .

Ορισµός

΄Ενας πίνακας A ∈ Cn×n είναι ασθενώς κυκλικός µε δείκτη k (> 1) αν υπάρχει ένας µεταθετικός n × n

πίνακας Ρ τέτοιος ώστε ο PAPT να είναι της µορφής

PAP
T =















0 0 ... 0 A1,k

A2,1 0 ... 0 0

0 A3,2 ... 0 0

.

.

.
. . .

.

.

.

0 0 ... Ak,k−1 0















(8)

όπου οι µηδενικοί διαγώνιοι υποπίνακες είναι τετραγωνικοί.

Η (8) είναι η κανονική µορφή ενός αδιάσπαστου n × n πίνακα A ≥ 0, ο οποίος είναι κυκλικός µε δείκτη

k(> 1).
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p-κυκλικοί πίνακες-Γραφήµατα

Θεώρηµα

΄Εστω A = (aij) ≥ 0 ένας αδιάσπαστος n × n πίνακας και G(A) το κατευθυνόµενο

γράφηµά του. Για κάθε κόµβο Pi του G(A), ϑεωρούµε όλα τα κλειστά µονοπάτια

(κύκλους) που συνδέουν το Pi µε τον εαυτό του. Αν Si είναι το σύνολο όλων των µηκών

mi αυτών των κλειστών µονοπατιών και ki είναι ο Μέγιστος Κοινός ∆ιαιρέτης (ΜΚ∆) των

µηκών, δηλαδή

ki = ΜΚ∆mi∈Si
{mi}, 1 ≤ i ≤ n.

Τότε, k1 = k2 = · · · = kn = k, όπου k = 1 όταν ο Α είναι πρωτεύων, και k > 1 όταν ο Α

είναι κυκλικός µε δείκτη k .
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p-κυκλικοί πίνακες-Γραφήµατα

Παράδειγµα

B1 =









0 0 1 0

0 0 0 1

0 1 0 0

1 0 0 0









έχει το κατευθυνόµενο

γράφηµα

G(B1) :

P1 P2

P3
P4

Παρατηρούµε ότι για το γράφηµα G(B1) ισχύει ότι

k1 = ΜΚ∆{4, 8, 12, . . . } = 4,

οπότε ο πίνακας B1 είναι κυκλικός µε δείκτη 4. Παρατηρήστε ότι και

k2 = k3 = k4 = 4
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p-κυκλικοί πίνακες-Γραφήµατα

Παράδειγµα

B2 =









0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0









έχει το κατευθυνόµενο

γράφηµα

P1 P2

P3P4

G(B2) :

Παρατηρούµε ότι το γράφηµα G(B2) είναι µη συνεκτικό διότι δεν υπάρχει µονοπάτι που

να συνδέει τους κόµβους P1, P3 µε τους κόµβους P2, P4 και αντίστροφα, µε αποτέλεσµα

ο πίνακας B2 να είναι µη κυκλικός.
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p-κυκλικοί πίνακες

Ορισµός

Αν G είναι ένα ισχυρά συνεκτικό κατευθυνόµενο γράφηµα, τότε το G είναι ένα κυκλικό

γράφηµα µε δείκτη k > 1, ή ένα πρωτεύων γράφηµα αν ο Μέγιστος Κοινός ∆ιαιρέτης

όλων των µηκών των κύκλων του είναι, αντίστοιχα, k > 1 ή k = 1.
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p-κυκλικοί πίνακες

΄Εστω το γραµµικό σύστηµα (3), όπου ο A ∈ C
n×n, n ≥ 2, ο οποίος έχει διαµερισθεί

στην ακόλουθη µορφή

A =











A1,1 A1,2 ... A1,N

A2,1 A2,2 ... A2,N

...
...

...

AN,1 AN,2 ... AN,N











, (9)

όπου κάθε διαγώνιος υποπίνακας Ai,i (1 ≤ i ≤ N) είναι τετραγωνικός. Υποθέτουµε ότι

οι διαγώνιοι υποπίνακες Ai,i (1 ≤ i ≤ N) είναι µη ιδιάζοντες. Θεωρούµε ότι ο πίνακας

των συντελεστών Α αναλύεται ως ακολούθως

A = D − CL − CU , (10)

και ο κατά οµάδες Jacobi πίνακας του Α που αντιστοιχεί στη διαµέριση (9) είναι ο

B = I − D
−1

A = L + U (11)

όπου L = D−1CL και U = D−1CU . Ο D είναι µη ιδιάζων αφού οι Ai,i (1 ≤ i ≤ N) είναι

µη ιδιάζοντες.
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p-κυκλικοί πίνακες

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζουν οι ακόλουθοι πίνακες

A1 =



















A1,1 0 ... 0 A1,p

A2,1 A2,2 ... 0 0

0
.
.
.

.
.
. 0 0

0 0
.
.
.

.
.
. 0

0 0 ... Ap,p−1 Ap,p



















B1 =



















0 0 ... 0 B1,p

B2,1 0 ... 0 0

0 B3,2

.
.
. 0 0

0 0
.
.
.

.
.
. 0

0 0 ... Bp,p−1 0



















όπου p ≥ 2.

Ο πίνακας B1 είναι ασθενώς κυκλικός

µε δείκτη p.

A2 =























A1,1 A1,2 0
A2,1 A2,2 A2.3

. .
.

. .
.

. .
.

. .
.

. .
. AN−1,N

0 AN,N−1 AN,N























B2 =























0 B1,2 0
B2,1 0 B2,3

.
.
.

.
.
.

.
.
.

.
.
.

.
.
. BN−1,N

0 BN,N−1 0























Ο πίνακας B2 µε κατάλληλη µετάθεση

των οµάδων του είναι ασθενώς

κυκλικός µε δείκτη p = 2.
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p-κυκλικοί πίνακες

Ορισµός

Αν ο κατά οµάδες πίνακας Jacobi Β της (11) του πίνακα Α της (9) είναι ασθενώς

κυκλικός µε δείκτη p (≥ 2), τότε ο Α είναι p−κυκλικός, σε σχέση µε τη διαµέριση (9).

Σηµείωση

Αν οι διαγώνιοι υποπίνακες Ai,i της (9) είναι 1 × 1 πίνακες, τότε ο πίνακας Jacobi είναι

ασθενώς δικυκλικός και κατά συνέπεια προκύπτει ότι ο πίνακας Α είναι δικυκλικός.

Ισοδύναµα, ϑα λέµε ότι ο πίνακας Α έχει την ιδιότητα A. [Young]
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p-κυκλικοί πίνακες - Ιδιότητα A

Το γράφηµα ενός δικυκλικού πίνακα είναι διµερές (bipartite).

S1 S2

Ο έλεγχος αν ένα γράφηµα είναι διµερές χρησιµοποιεί την Οριζόντια διερεύνηση και

ϐασίζεται στο γεγονός ότι δεν µπορεί να περιέχει κύκλο περιττού µήκους.
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p-κυκλικοί πίνακες - Ιδιότητα A

Αξίζει να σηµειωθεί ότι επιλέγοντας το Ν=2 στην (9), ο πίνακας Β της (11) είναι της

µορφής

B =

[

0 B1,2

B2,1 0

]

, (12)

δηλαδή είναι ένας ασθενώς κυκλικός πίνακας µε δείκτη 2. Με άλλα λόγια, οποιαδήποτε

διαµέριση του πίνακα Α της (9) µε Ν=2, για την οποία οι διαγώνιοι υποπίνακες είναι µη

ιδιάζοντες, είναι τέτοια ώστε ο πίνακας Α να είναι δικυκλικός.
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p-κυκλικοί πίνακες - Γραφήµατα

Παράδειγµα 1

Κυκλικό κατευθυνόµενο γράφηµα µε δείκτη p = 5 του πίνακα B1.

Gπ(B1) :

P
π(2)

P
π(3)

P
π(4)

P
π(5)P

π(1)

΄Εχει ΜΚ∆=5, οπότε είναι ένα κατά οµάδες κατευθυνόµενο γράφηµα το οποίο είναι

κυκλικό µε δείκτη 5.

Νικόλαος Μισυρλής Επιστηµονικοί Υπολογισµοί 22 / 35



p-κυκλικοί πίνακες - Γραφήµατα

Παράδειγµα 2

Το κατά οµάδες κατευθυνόµενο γράφηµα του πίνακα B2 για p = 2

Gπ(B2) :

P
π(1) P

π(2) P
π(3) P

π(4)
P

π(5)

΄Εχει ΜΚ∆=2, οπότε είναι ένα κυκλικό γράφηµα µε δείκτη 2.
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Συνεπώς διατεταγµένοι πίνακες

Θεώρηµα

΄Εστω ότι το κατά οµάδες (block) κατευθυνόµενο γράφηµα του διαµερισµένου πίνακα

Jacobi Β της (11) είναι ισχυρά συνεκτικό. Τότε ο πίνακας Α της (9) είναι p-κυκλικός αν το

κατά οµάδες (block) κατευθυνόµενο γράφηµα του πίνακα Β είναι ένα κυκλικό γράφηµα

µε δείκτη p.

Ορισµός

Αν ο πίνακας Α της (9) είναι p−κυκλικός, τότε ο Α είναι συνεπώς διατεταγµένος

(consistently ordered) αν όλες οι ιδιοτιµές του πίνακα

B(a) = aL + a
−(p−1)

U (13)

που προκύπτει από τον κατά οµάδες πίνακα Jacobi Β της (11), είναι ανεξάρτητες του α,

για a 6= 0. Ο πίνακας Β ϑα λέγεται επίσης συνεπώς διατεταγµένος. Σε οποιαδήποτε

άλλη περίπτωση οι πίνακες Α και Β είναι µη συνεπώς διατεταγµένοι.
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Συνεπώς διατεταγµένοι πίνακες

Για το παράδειγµα του πίνακα A1 έχουµε σύµφωνα µε την (13), ότι

B1(a) =















0 0 ... 0 a−(p−1)B1,p

aB2,1 0 ... 0 0

0 aB3,2 ... 0 0

...
. . .

...

0 0 ... aBp,p−1 0















(14)

και µε απλούς πολλαπλασιασµούς πινάκων έχουµε ότι

B
p

1 (a) = B
p

1

για όλα τα a 6= 0, δηλαδή, οι ιδιοτιµές του B1(a) είναι ανεξάρτητες του α. Εποµένως,

καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι ο πίνακας A1 είναι ένας p−κυκλικός και συνεπώς

διατεταγµένος πίνακας.
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Συνεπώς διατεταγµένοι πίνακες

Για το παράδειγµα του πίνακα A2 έχουµε ότι

B2(a)x = λx (15)

όπου x 6= 0. Η (15) είναι ισοδύναµη µε το ακόλουθο σύστηµα εξισώσεων

aBj,j−1Xj−1 +
1

a
Bj,j+1Xj+1 = λXj , 1 ≤ j ≤ N (16)

όπου B1,0 και BN,N+1 είναι µηδενικοί πίνακες. Για Zj =
1

a j−1 Xj , 1 ≤ j ≤ N, η (16)

λαµβάνει τη µορφή

Bj,j−1Zj−1 + Bj,j+1Zj+1 = λZj , 1 ≤ j ≤ N. (17)

Συνεπώς, κάθε ιδιοτιµή λ του B2(a) είναι για a 6= 0, ιδιοτιµή και του B2 αποδεικνύοντας

έτσι ότι ο πίνακας A2 είναι ένας δικυκλικός και συνεπώς διατεταγµένος πίνακας.

Συµπέρασµα

Κάθε κατά οµάδες τριδιαγώνιος πίνακας της µορφής (18), µε µη ιδιάζοντες διαγώνιους

υποπίνακες, είναι ένας δικυκλικός και συνεπώς διατεταγµένος πίνακας.
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Συνεπώς διατεταγµένοι πίνακες

Παράδειγµα

B = 1

4









0 0 1 1
0 0 1 1
1 1 0 0
1 1 0 0









P1
P3

P2P4

Ĝ(B) :

Σχήµα: Γράφηµα δικυκλικού και συνεπώς διατεταγµένου πίνακα
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Συνεπώς διατεταγµένοι πίνακες

Παράδειγµα

P1

P3

P2

P4

Bφ = 1

4









0 1 0 1
1 0 1 0
0 1 0 1
1 0 1 0









Ĝ(Bφ) :

Σχήµα: Γράφηµα δικυκλικού µη συνεπώς διατεταγµένου πίνακα
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Συνεπώς διατεταγµένοι πίνακες - Γραφήµατα

Παράδειγµα

1 2

3 4

Σχήµα: Πλέγµα τεσσάρων σηµείων

Παρατήρηση

Ακολουθώντας τη ϕορά 1 → 3 → 4 → 2 → 1 έχουµε δύο τόξα µε ϕορά ίδια µε αυτή

των δεικτών του ϱολογιού και δύο τόξα µε ϕορά αντίθετη µε αυτή των δεικτών του

ϱολογιού. Εποµένως ο πίνακας του συστήµατος που προκύπτει από αυτά τα 4 σηµεία

του πλέγµατος, είναι συνεπώς διατεταγµένος.
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Συνεπώς διατεταγµένοι πίνακες - Γραφήµατα

Στο ακόλουθο σχήµα παρατηρείται ότι ο πίνακας που προκύπτει από την ϕυσική διάταξη,

την κόκκινη µαύρη διάταξη και την κατά διαγωνίους διάταξη των σηµείων του πλέγµατος

είναι δικυκλικός συνεπώς διατεταγµένος.
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Σχήµα: (a) Φυσική διάταξη (b) Κόκκινη µαύρη διάταξη (c) Κατά διαγωνίους διάταξη

Συµπέρασµα

Οι διατάξεις εκείνες που παράγουν συνεπώς διατεταγµένους πίνακες είναι οι ϐέλτιστες.

Νικόλαος Μισυρλής Επιστηµονικοί Υπολογισµοί 30 / 35



Βιβλογραφία

R. S. Varga, Matrix Iterative Analysis, Prentice Hall, Englewood Cliffs, NJ, 1962.

D. M. Young, Iterative Solution of Large Linear Systems, Academic Press, New York, 1971.

Νικόλαος Μισυρλής Επιστηµονικοί Υπολογισµοί 31 / 35



Σηµειώµατα

Νικόλαος Μισυρλής Επιστηµονικοί Υπολογισµοί 32 / 35



Σηµείωµα Αναφοράς

Copyright Εθνικόν και Καποδιστριακόν Πανεπιστήµιον Αθηνών 2015, Νικόλαος

Μισυρλής, ¨Επιστηµονικοί Υπολογισµοί. ¨ ΄Εκδοση:1.01 . Αθήνα 2015. ∆ιαθέσιµο από τη

δικτυακή διεύθυνση:http://opencourses.uoa.gr/courses/DI108/ .

Νικόλαος Μισυρλής Επιστηµονικοί Υπολογισµοί 33 / 35

http://opencourses.uoa.gr/courses/DI108/


Σηµείωµα Αδειοδότησης
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