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ANNALEN DER PHYSIK 
VIERTEFOLtIE. BAND80 

1. Quant4sderung a18 ~gmwertpro6lem; 
U#& E. # C h P b d & ~ g 6 9 '  

(Dritte 1) Mitteilung: Stijrungatheorie, mit Anwendung a d  den Starkeffekt 
der Balmerlinien.) 

Einleitung. Inhaltsllbersleht 

Wie schon am Ende der letzten Mitteilnnga) angegeben, 
l i t  sich das praktisch zngbgliche Anwendnngegebiet der 
Eigenwerttheorie schon mittels verhdltnismilSig elementarer 
Methoden ziemlich bedeutend Uber das Gtebiet der ,,direkt 
losbaren" Probleme b a n s  erweitern, indem man sich iiberlegt, 
daS sich die Eigenwerte und Eigenfnnktionen auch f~ solche 
Rsndwertprobleme leicht ngherungsweise angeben lagsen, die 
einem direkt lijsbaren Problem hinreichend benachbart sind. 
Wir wollen das, in Analogie zur Mechanik, die Stiirungstheorie 
fiir dae Eigenwertproblem nennen. Sie beruht a d  der wich- 
tigen h'tetigkeitseigmchaft der Eigenwerte und Eigenfunktionen 7, 
wobei filr uns hanptshhlich die stetiye Abhiingigkeit von den 
Geffizienten der Differentialgleichung , weniger diejenige von 
der Ansdehnung des Grnndgebietes und von den Randbedin- 
gnngen in Betracht kommt, da j a  in unserem Falle das Grund- 
gebiet (,,gamer q-Ranm") und die Randbedingungen (,,Endlich- 
bleiben") im allgemeinen beim ungestarten und beim gestorten 
Problem Ubereinstimmen werden. 

Die Methode ist im wesentlichen schon von Lord R a y l e i g h  
beniitzt worden, der in der ,,Theory of sound" (2. Anfl. Bd. I, 
9. 116-118. London 1894) die Schwingnngen einer Saite mit 
Meinan Unhomogenitiiten nntersncht.4) Hier liegt der besonders 
einfache Fall vor, daI3 die Differentialgleichung dea ungeatijrten 
Problems Ronstante Koeffizienten hat und nnr die Stifrungs- 

I) Vgl. Ann.d.Phya 79.5.361,489.1928; ferner anch ebendort S. 734. 
2) a. a. 0. s. 526. 
3) , ,Coursnt-Hilbert" Rap. VI. 0 2, 4. S. 337. 
4) Courant-Hilbert ,  Kap. V, $j 6,2. 8. 241. 
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glieder beliebige Fnnktionen entlang der Saite sind. Nicht 
nur in diesem Punkt ist eine vollkommene Verallgemeinerung 
mbglich, sondern wichtig ist insbesondere die Verallgemeine- 
rung auf mehrere independente Variable, d. b. auf partielle 
Differentialgleichungen , wobei dann das Auftreten mehrfacher 
Eigenwerte beim ungestbrten Problem und das Aufspalten eines 
solchen mehrfachen Eigenwertes beim Hinzufiigen eines Storungs- 
gliedes von allergro8tem Interesse fiir wohlbekannte apektro- 
skopische Fragen ist (Zeemaneffekt, Starkeffekt, Mnltipletts). 
- Ich lege bei der Darstellung der Sttirnngstheorie im folgen- 
den I .  Ted ,  der iibrigens dem Mathematiker kaum wirklich 
nenes bringen diirfte , weniger Wert a d  gro/?tmiigIiche 811- 
gemeinheit als auf ein miiglicbst Hares Hervortreten der 
auSerst einfachen Gmndlagen. Bus ihnen ergibt sich jede 
wanschenswerte Verallgemeinerung im Bedarfafall ganz von 
eelbst. Im zweiten T d  wird ah Anwendungsbeispiel der Stark- 
effekt behandelt, und zwar nach zwei Methoden, deren erste 
das Analogon zu der Epsteinschen Methode ist, durch welche 
dieser Forscher vom Boden det  durch Quan tenbedingungen 
erganzten klassischen Mechanik aus das Problem znm ersten- 
ma1 gelbst hat'), wiihrend die zweite, vie1 allgomeinere, das 
Andogon zur Methode der sakularen Stilrungen3 bildet. Bei 
der ersten hier dagelegten Methode wird namlich davon Ge- 
brauch gemacht, daB sich auch bier, in der Wellenmechanik, 
das gestorte Problem in parabolischen Koordinaten ,,separieren" 
liiSt, und es wird erst auf die totalen Differentialgleichungen, 
in welche die nrspriingliche Schwingnngsgleichnng zedallt, die 
Storungstheorie angewendet. Letztere Ubernimmt dabei lediglich 
die Aufgabe, die in der iilteren Theorie dem eleganten So m mer  - 
f eldschen komplexen Integrationsverfahren zur genaherten 
Ausrechnung der Qnantenintegrale 3, zufiel. - Bei der zweiten 
Methode wird davon abgesehen, daB sich im Falle des Stark- 
effektes gerade zufiillig auch frir das gestorte Problem ein 
exaktes Separationskoordinatensystem angeben l i B t  , und es 
wird die Stiirnngstheorie direkt auf die partielle Differential- 
gleichuog angewendet. Dieses letztere Verfahren , obgleicb 

1) P. S. Epste in ,  Ann. d. Phys. 60. S. 489. 1916. 
2) N. Bohr, Kopenhagener Akedemie (8) JV. 1,2. S. 69ff. 1918. 
3) A. S o m m e r f e l d ,  ,,Atombau" 4.Anfl. S. 172. 
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theoretisch schiiner, weil verallgemeinerungsfahiger, erweist sich 
aber hier, in der Wellenmechanik, als das miihevollere. 

Auch zum Intensitiitenproblem der Starkeffektkomponenten 
wird im 11. Teil einiges beigebracht ; es werden Aufspaltungs- 
bilder berechnet, die sogar im ganzen genommen etwas besser 
mit der Erfahrung tibereinstimmen als die wohlbekannten von 
K r a m e r s  l) korrespondenzmiiBig berechneten. 

Wesentlich gral3eres Interesse wird natiirlich die (hier 
noch nicht darchgefiihrte) Anwendung auf den Zeemaneffeht 
bieten. Diese erscheint mir unliislich gekniipft an eine korrekte 
Formulierung des relah'vistischem Problems in der Sprache der 
Wellenmechanik, weil bei vierdimensionaler Formulierung das 
Vektorpotential von selbst dem skalaren ebenbiirtig an die 
Seite tritt. Schon in der ersten Mitteilung wnrde erwahnt, 
dal3 das relativistischo Wasserstoffatom sich zwar ohne weiteres 
behandeln la&, aber zu ,,halbzahligen" Azimutalquanten, also 
zu einem Widerspruch mit der Erfahrung fiihrt. Es muSte 
also noch ,,&was fehlen". Seither habe ich au8 den auflerst 
wichtigen Publikationen von G. E. Uhlenbeck  und S. Goud-  
s m  i t3 ,  dann aus miindlichen und brieflichen Mitteilungen von 
Paris (P. Langevin)  nnd Kopenhagen (W. Paul i )  gelernt, 
was fehlt: in der Sprache der Elektronenbshnentheorie der 
Brehimpuls des Elektrons um seine Achse, der ihm ein magne- 
tisches Homent verleiht. Die AuSerungen der genannten Forscher, 
zusammen mit zwei sehr bedeutungsvollen Arbeiten von S l a t e r  7 
und Sommerfe ld  und Unsold4) iiber das Balmerspektrum 
lassen keinen Zweifel, dab durch die Einfiihrung der ebenso 
paradoxen als gliicklichen Konzeption des Elektroneneigen- 
impulses die Elektronenbahnentheorie der beangstigenden Fiille 
von Schwierigkeiten, welche sich in letzter Zeit zu hiiufen be- 
gannen, Herrin zu werden vermag (anomaler Zeemaneffekt; 
Paschen-Backeffekt der Balmerlinien; irregulire und regdiiire 
Riintgendubletts; Analogie der letzteren mit den Alkali- 

1) H. A. Kramers,  Kopenhegener Akademie (8) III,3. s. 287. 1919. 
2) G. E. U h l e n b e c k  u. S. G o u d s m i t ,  Phyeica 1925; Die Natur- 

wissenschaften 1926; Nature, 20. Febr. 1926; vgl. auch L. H. Thomas, 
Nature, 10. April 1926. 

3) J. C. Slater ,  Proc. Americ. Nat. Acad. 11. S. 732. 1925. 
4) A. Sommerfe ld  u. A. U n s S l d ,  Ztschr. f. Phys. 36. S. 259.1926. 
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dubletts u. a.). Man wird versnchen miissen, den Uhlenbeck-  
Goudsmitschen Qedanken in die Wellenmechanik aufzunehmen. 
Ich glaube, da0 sie diesem Gedanken einen sehr geeigneten 
Niihrboden darbietet, da in ihr das Elektron nicht mehr eine 
Punktladung ist, sondern kontinuierlich den Ranm durchflutet l), 
so da6 die unangenehme Vorstellung des ,,rotierenden Massen- 
pnnktes" vermieden wird. In der vorliegenden Mitteilung ist 
aber die Aufnahme dieses Gedankens noch nicht versucht. 

I n  den dritten Ted, als ,,mathematischen Anhang" sind 
eine groBere Zahl uninteressanter Ausrechnnngen verwiesen, 
haupteZichlich Quadratnren iiber Produkte von Eigenfunktionen, 
die im zweiten Teil benotigt werden. Die Fonneln des An- 
hangs sind mit (ZOZ), (202) u s ~ .  numeriert. 

I. Stlrnngstheorie 
Q 1. Eine einaige unabhiingige Variable 

Wir betrachten einen linearen homogenen Differential- 
ausdruck zweiter Ordnung, den wir unbeschadet der ,4llgemein- 
heit in selbstadjungierter Form annehmen dllrfen 

y ist die abhingige Funktion, p, p' und q sind stetige Funk- 
tionen der nnabhingigen Variablen 5 ,  und es sei p > 0; ein 
Strich bedeutet die Ableitung nach x (es ist also p' die Ab- 
leitung von p, was die Bedingnng fir  Selbstadjungiertheit ist). 

Nun sei ~ ( 5 )  eine weitere stetige Funktion von z, die 
nicht negativ wird nnd im allgemeinen auch nicht verschwindet. 
Wir betrachten das S t urm-Liouvi l le  sche Eigenwertproblem 3: 

Es besteht erstans darin, alle diejenigen Werte der Konstante E 
(,,Eigenwerte") aufzufinden, fur welche die Gleichung (2) Lo- 
sungen y (2) besitzt, die innerhalb eines gewissen Grnndgebietes 
stetig sind, nicht identisch verschwinden und in den Rand- 
punkten gewiseen ,,R,andbedingungen" geniigen ; zweitens in der 
Auffindnng dieser Liisnngen (,,Eigenfunktionen") aelbst. In den 
Filllen, um die es sich in der Atommechanik handelt, sind 

(1) Jryl  =PY"+P'Y'-qy. 

(2) J b ]  + E g y  = 0. 

1) Vgl. Ann. d. Phys. 79. S. 755. 1926. 
2) Vgl. Conrant-Hilbert ,  Kap. V. Q 5, 1. S. 238f. 
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Qrundgebiet und Randbedingungen stets ,,natiirlicheiL, ereterea 
reicht z. B. von 0 bis m, wenn x den Betrag des Radius- 
vektors oder eine ihrer Natur nach positive parabolieche Ko- 
ordinate bedeutet, und die Randbedingungen sind in dieeen 
FLllen: Endichbleiben. Oder, wenn z. B. x ein Azimut be- 
deatet, so ist das Grundgebiet daa Interval1 0 bis 272 und die 
Randbedingung: Wiederkehr des Anfangswertee von y und von 
y' am Ende des htervalls (,,Periodizitiit"). 

Nur im Falle der Periodizitiltsbedingung treten auch bei 
einer unabhangigen Variablen mehrfachc und zwar doppelte 
Eigenwerte auf; worunter man versteht, daS zu demselben 
Eigenwert mehrere (im besonderen zwei) linear unabhangige 
Eigenfunktionen geharen. Wir wollen diesen Fall einfachheits- 
hdber  jetzt ausschlieBen, da er sich an Hand der Entwick- 
lungen des folgenden Paragraphen leicht nachtragen lib&. 
Ebenso werden wir, zur Erleichterung der Formeln, der bei 
unendlichem Grundgebiet bestehenden Moglichkeit , daS auch 
ein ,,Streckenspektrum" (d. h. ein Kontinuum von Eigenwerten) 
vorliegen kann, in der Schreibweise nicht ausdriicklich Rech- 
nung tragen. 

Sei nun y = ui(z), i = 1, 2, 3 ..., die Reihe der S t u r m -  
Liouvilleschen Eigenfunktionen; dann bildet die Reihe der 
Funktionen ui (x) m, i = 1, 2, 3 . . . , ein vollstandiyes Ortho- 
yonalystem f i r  das Grundgebiet; d. h. erstens, wenn ui(z) und 
%(z) die zu den Eigenwerten Ei bzw. Ek gehorigen Eigen- 
funktionen sind, so ist 

(3) J p  (z) ui (x) u# (z) d x = 0 fur i + li 
(Integrale ohne Qrenzen beziehen sich in dieser ganzen Ab- 
handlung stets auf das Grundgebiet.) Der Ausdruck ,,voll- 
stindig" bedeutet: eine zuniichst willkiirliche stetige Funktion 
wird durch die bloBe Forderung, daB sie auf allen Funktionen 
ui (2) m), orthogonal sein 8011, zu identischem Verechwinden 
verurteilt. (Ktirzer: ,,es gibt keine weitere Orthogonalfunktion 
zu dem System.") Die Eigenfunktionen ~ ( ( 2 )  kiinnen und wollen 
wir bei allgemeinen ffberlegungen stets ah ,,normiert" ansehen, 
d. h. wir denken den konstanten Faktor, der in jeder von 
ihuen, wegen der Homogenitat von (2), noch willkarlich iBt,  so 
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bestimmt, daS das Integral (3) fiir i = R den Wert Eins erhtilt. 
- Endlich erinnern wir noch daran, daJ3 die Eigenwerte 
von (2) sicherlich alle reeii sind. 

Seien nun die Eigenwerte Ei und die Eigenfunktionen ui(x) 
von (2) bekannt. Wir richten fortan auf einen bestimmten Eigen- 
wed, sagen wir Ek und die zugehorige Eigenfunktion u,.(x) das 
spezielle Augenmerk und fragen uns: wie andern sich dieselben, 
wenn wir an dem Problem weiter nichts irndern, als dab wir 
a d  der linken Seite von (2) ein kleines ,,StiirungsgliediL hinzu- 
fugen, dem wir vorerst die Form 

(4) - n r ( 4 Y  
geben wollen? Dabei sol1 A eine kleine GroBe (Storungspara- 
meter) sein, ~ ( z )  eine beliebige stetige Funktion von E. EB 
handelt sich also einfach um eine leichte Abanderung des 
Koeffizienten q in dem Differentialausdruck (1). - Aus den 
in der Einleitung erwahnten Stetigkeitseigenschaffen der Eigen- 
groBen wissen wir nun, daB das abgeanderte S turm-Liou-  
vi l le  mhe Problem 
(2') Lbyl- ilry + E g y  = 0 
jedenfalls fur hinreichend kleines 1. EigengriiSen in der un- 
mittelbaren Nachbnrschaft von Ek, uk haben mu6, die wir ver- 
suchsweise in der Form ansetzen 

(5) Ifk* = Ek + f ek ; 212 = uk (.) -k 'k (z) 
Gehen wir mit diesem Aneatz in die Qleichung (2'), so ergibt 
sich mit Rucksicht darauf, daB u2 der Gleichung (2) geniigt, 
unter konsequenter Vernachlassigung von la und nach Fort- 
kiirzen eines Faktors 2,: 

(6) '['J+ B k p e k = ( r - e k e ) U k '  

Zur Bestimmung der Stiirnng vk der Eigenfunktion erhalten 
wir 8180, wie der Vergleich von (2) und (6) lehrt, eine inhomo- 
gene Gleichung, welche gerade zu derjenigen homogenen Glei- 
chnng gehgrt, der unsere ungestarte Eigenfunktion uk geniigt 
(denn in (6) steht ja an der Stelle yon E' der spezielle Eigen- 
wert EJ Auf der rechten Seite dieser inhomogenen Gleichung 
kommt, au0er Bekanntem, noch die unbekannte Stiirung ijk des 
Eigenwertes vor. 
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Dieses Vorkommen von ek dient gerade zur Berechnung 
dieser QroBe, noch VOT der Berechnung von vr Bekanntlich 
hat namlich - und dies ist nun der spr inger ide  Punk& d e r  
g a n z e n  S tc rungs theor i e  - die inhomogene Qleichung, fur 
einen Eigenlcett der homogenen, iiberhanpt nur dann und immer 
dann eine Losung, wenn ihre rechte Seite auf der zugehorigen 
Eigenfunktion (im Falle mehrfacher Eigenwerte : auf allen zn- 
gehorigen Eigenfunktionen) oTthogonal ist. l) (In der physika- 
lischen Interpretation als Saitenschwingnng bedeutet dieser 
mathematische Satz: wenn die Kraft mit einer Eigenschwingung 
in Resonanz ist, mu6 sie in ganz besonderer Weise iiiber die 
Saite verteilt sein, niimlich so, da0 sie an der betreffenden 
Figenschwingung keine Arbeit leistet; sonst wachst die Ampli- 
tude iiber alle Qrenzen, ein stationiirer Znstand ist unmiiglich.) 

Die rechte Saite von (6) mu0 also anf uk orthogonal sein, 
d. h. es mu0 

!7, 
oder 

$(r - ek g )  uk2 d x = 0 

oder, wenn wi r  die ui bereits normiert denken, noch einfacher: 

(7") 
Diese einfache Formel drilckt die Eigenwertstorung (erster 
Ordnung) durch die Stornngsfunktion T ( X )  und durch die nn- 
gestorte Eigenfunktion uk (x )  aus. Wenn man bedenkt, da6 bei 
unseren Problemen der Eigenwert die mechanische Energie 
bedentet, oder doch zu ihr in Parallele tritt, nnd da6 die 
Eigenfunktion uk in Parallele tritt zu der ,,Bewegung mit der 
Energie E i L  so erkennt man in (7") die vollstiindige Pnrallele 
des wohlbekannten Satzes aus der Storungstheorie der klassi- 
schen Mechanik: die Energiestiirung ist in erster Niiherung 
gleich der Stiirungsfunktion, gemittelt iiber die ungestorte Be- 
wegung. - Etwas rein AuSerliches betrifft folgende Bemer- 
kung: es ist in der Regel sinngema0 oder mindestens iisthetisch, 
. 

1) Vgl. Courant-Hilbert ,  Kap. V. 9 10, 2. S. 277. 
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in a2bn ilber das Grundgebiet erstreckten Integralen den 
Faktor Q (z) im Integranden explizite hervortreten zu lasen. 
Will man das auch im Integral (‘7”) tun, so hat man ale 
Wrungsfunktion nicht T (t) sondern r (z)/ p (z) anzusprechen 
und den Ansatz (4) dementsprechend umzuechreiben. Wir 
bleiben aber, da es ganz belanglos iet, bei der einmd ge- 
wahlten Bezeichnung. 

Wir haben noch vk(x),  die StSrung der Eigenfunktion, 
aus (6) zn beetimmen. Die inhomogene Gleichung (6) lost man’), 
indem man fur vk eine Reihe nach Eigenfunktionen ansetzt 

i = l  

und die durch p ( x )  dividierte rechte Seite gleichfalls in eine 
Reihe nach den Eigenfunktionen entwickelt 

(9) 

wobei 

ft ir  i = R ,  

Qeht man mit (8) und (9) in (6) ein, so letzteres wegen (7). 
kommt: 

Ds nun ui der Qleichung (2) mit B = Xi geniigt, kommt: 
m m 

Durch Gleichsetzen der Koeffizienten rechts und links sind 
alle y k i  bestimmt, auBer y k r  Es ist 

1) Vgl. C o u r a n t - H i l b e r t ,  Eap. V. 8 5, 1. S. 240 U. 5 10. S. 279. 
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wiihrend yrk  begreiflicherweise vollkommen unbestimmt bleibt. 
Diem Unbestimmtheit entspricht dem Umstand, da6 uns such 
fiir die gestiirte Eigenfunktion noch die Normierungsforderung 
freisteht. Tribgt man (8) in (5) ein und verlangt far u,*(z) die- 
selbe Normierung wie fiir uk(z), (wobei GroSen von der Ord- 
nung I2 gundsatzlich zu vernachlassigen sind), so erkennt man 
nnmittelbar ykk = 0. Mit (13) erhhlt man nun fiir die gestorte 
E~enfunktion 

(Der Apostroph am Summenzeichen bedeutet, daf3 das Glied i = R 
fortzubleiben hat.) Und der zugehdrige gestorte Eigenwert ist 
nach dem friiheren 

E:= E,+A r u k g d x .  
(15) s 
Durch Einsetzen in (2’) kann man sich iibemeugen, daB (14) 
und (15) dem Eigenwertproblem in der beabsichtigten Naherung 
wirklich gentigen. Diese Verifikation ist notwendig, da die in 
(5) vorausgesetzte Entwicklung nach ganzen Potenzen des 
Starungsparameters keine notwendige Folge der Stetigkeit ist. 

Das hier fiir den einfachsten Fall ziemlich ausfthlich 
auseinandergesetzte Verfahren ist nach vielen Richtnngen ver- 
allgemeinerungsfhhig. Erstens kann man natblich in ganz 
ahnlicher Weise nun anch die Stgrung zweiter, dann b i t t e r  usw. 
Ordnung in I beriicksichtigen, wobei stets zueret der nilchst- 
genauere Eigenwert, sodann die nachstgenauere Eigenfunktion 
ermittelt wird. Unter Umstilnden wird es dabei geboten sein - 
ganz wie in der mechanischen Storungstheorie - schon die 
Storungafunktion selbst als eine Potenzreihe in il aufzufassen, 
deren Glieder bei den einzelnen Etappen erst nach und nach 
ins Spiel treten. Diese Fragen werden von Hm. E. Fues in 
einer gleichzeitig erscheinenden Arbeit im Zusammenhang mit 
der Anwendung auf die Theorie der Bandenspektren eingehend 
besprochen. 

Zweitens kann man in ganz derselben Weise, wie wir oben 
eine Storung des Qliedes - q y  im Differentialoperator (1) be- 
trachtet haben, nun such eine StBrung des Gliedes mit y’ ins 
Auge fassen. Der Fall ist wichtig, denn auf eine Storung 
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dieser Art - freilich an einer Qleichung rnit mehreren un- 
abhangigen Variablen - fiihrt ohne Zweifel der Zeemaneffekt.. 
Dabei verliert die Gleichung durch die Starung ihre selbst- 
adjnngierte Form, was im Falle einer einzigen Variablen nicht 
sehr wesentlich ist. Bei einer partiellen Differentialgleichung 
aber kann dieser Verlust zur Folge haben, daS bei reellem 
Starungsglied die gestorten Eigenwerte nicht mehr reel1 
sind; und natiirlich auch umgekehrt: daS ein imaginiires 
Storungsglied eine reelle , physikalisch sinnvolle Storung zur 
Folge hat. 

Man kann such noch weiter gehen und eine Storung des 
Gliedes mit y" betrachten. Ja, es hindert nichts, schlieSlich 
ganz allgemein einen beliebigen ,,nnendlich kleinen" linearen l) 
und homogenen Differentialoperator, auch von hiiherer ds der 
zweiten Ordnung, a ls  Stbrnngsglied hinzuznftigen und die 
Stbungen in ganz derselben Weise zu berechnen wie oben. 
Dabei wiirde man jedoch mit Vorteil davon Qebrauch zu 
machen haben, dal3 sich die zweiten und hoheren Derivierten 
der Eigenfunktionen nach der Differentialgleichung selbst durch 
die nullte und erste ausdrlicken lassen, so da6 sich dieser all- 
gemeine Fall in gewissem Sinn auf die beiden zuerst be- 
trachteten Spezialfalle - Storung der Glieder mit y und mit 
y' - znriickfiihren laat. 

Endlich liegt es auf der Hand, daS auch die ubertragung 
auf Gleichungen von hoherer als der zweiten Ordnung moglich ist. 

Zweifellos die wichtigste Verallgemeinerung ist aber die- 
jenige auf mehrere nnabhangige Variable, d. h. auf partielle 
Differentialgleichungen. Denn dieses Problem liegt j a  von Haus 
aus im allgemeinen vor; und nur in Ausnahmsfallen wird es 
mbglich sein , auch die gestorte partielle Differentialgleichung 
durch Einfthrung passender Variablen in einzelne Differential- 
gleichungen mit nur je  einer Variablen zu zerfallen. 

5 2. Mehrere unabhiingige Variable (partielIe 
Differentialgleichung) 

Wir wollen auch die mehreren unabhangigen Veriinder- 
lichen in den Formeln symbolisch durch das efne Zeichen z 

1) Selbst die Beechrhkung ,,linear" diirfte nicht unbedingt nStig eein. 
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andeuten und kurz 1 d x  ( statt l . . . J d x , d z  ,...) fiir ein 
iiber das mehrfach ausgedehnte Grundgebiet erstrecktes Integral 
schreiben. Die Schreibweise ist von der Theorie der Integral- 
gleichmgen her bekannt und bietet hier wie dort den Vorteil, 
daB nicht die vermehrte Zahl der Variablen an und fir sich, 
sondern nur wesentlich neue Vorkommnisse, die damit ver- 
bunden sein RiiRnen, die Formelbilder abandern. 

Es sol1 nun also L b ]  einen selbstadjungierten partiellen 
linearen Differentialausdruck zweiter Ordnung bedenten, dessen 
explizite Form wir gar nicht anzuschreiben brauchen; ferner 
sei Q (z) wieder eine im allgemeinen nicht verschwindende 
positive Funktion der unabhangigen Variablen (Plural). Die 
Voraussetzung ,,selbstadjungiert" ist jetzt nicht mehr belanglos, 
weil sie sich jetzt im allgemeinen nicht mehr, wie bei einer 
Variablen, durch Mnltiplikation mit einer paasend gewahlten 
f ( z )  herbeifiihren laBt. Speziell bei den Differentialausdriicken 
der Wellenmechanik ist das aber der Fall, weil sie aus einem 
Variationsprinzip entspringen. 

Nach diesen Feststellungen bzw. Verabredungen konnen 
wir die Qleichnng (2) von 0 1 

(2) 1; bI+ 3 e y = 0 
a l s  die Formulierung des Sturm-Liouvi l leschen Eigenwert- 
problems auch im Falle mehrerer Variabler ansehen. Alles 
dort iiber die Eigenwerte und Eigenfunktionen, ihre Ortho- 
gonalitat, Normierung usw. Gesagte und ebenso die ganze doTt 
eiitm'chelte Stiirungstheorie, kurz der ganze 5 1, bleibt bei der 
getroffenen Verabredung iiber die abkiirzende Bezeichnungs- 
weise uncerandert aufrecht, wenn alle Eigenwerte einfach sind. 
TJnd nur das eine bleibt nicht anfrecht: daS sie einfach sein 
miissen. 

Qleichwohl ist, vom rein mathematischen Standpunkt, E n -  
fachheit der Eigenwerte auch bei mehreren Variablen a l s  der 
dZpmeine Fall anzusehen, Mehrfachheit als ein spezielles 
Vorkommnis, das freilich in den Anwendungen wegen des be- 
sonders einfachen und symmetrischen Baues der auftretenden 
Differentialansdrncke L b] (und der ,,Randbedingungen") die 
Reyel bildet. Mehrfachheit der Eigenwerte entspricht der Ent- 
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artung in der Theorie der bedingt periodischen Systeme und 
ist daher fiir die Qnantentheorie von ganz besonderem Interesse. 

Ein Eigenwert Ek heifit u-fach, wenn die Gleichung (2) iSr 
E n  Ek nicht nur eine sondern genau (z linear unabhangige 
Llisungen besitzt , die den Randbedingungen geniigen. Wir 
wollen sie mit 

(1 6) 'kl? 'p2 # ' ' ' uka 

bezeichnen. Dam gilt, daf3 jede dieser u Eigenfunktionen 
jedenfalls zu jeder anderen Eigenfunktion, die zu einem anderen 
Eigenwert gehort, orthogonal ist (unter Zuziehung des 
Faktors e(z), vgl. (3)). Dagegen besitzen die a Funktionen (16) 
untereinandcr diese Orthogonalitatseigenschaft im allgemeinen 
noch nicht, wenn von ihnen nichts weiter vorausgesetzt wird, 
als dab sie ac linear unabhangige Eigenfunktionen zum Eigen- 
wert Ek sin& Denn dann kann man mit gleichem Recht an 
ihre Stelle setxen: beliebige (z linear unabhange lineare (mit 
konstanten Koeffizienten) Aggregate ihrer selbst. Andere &us- 
gedriickt: die Funktionenreibe (16) ist zunachst noch bis auf 
eine lineare (mit konstanten Koeffizienten) Transformation von 
nichtverschwindeoder Determinante unhestimmt und eine eolche 
Transformation zerstort im allgemeinen die gegenseitige Ortho- 
gonalitiit. 

Durch eine solche Transformation laBt sich aber die 
gegenseitige Orthogonalitiit auch stets herbeifijhren und zwm 
noch auf unendlich viele Arten; welch letzteres daraus hervor- 
geht, da8 ja eine orthogonale Transformation die gegenseitige 
Orthogonalifat nicht zerstort. Man pflegt es  nun einfach mit 
zur i%ormierung zu rechnen, daS die Orthogonalitiit bereita flir 
alle Eigenfunktionen herbeigefuhrt iat, auch fur diejenigen, die 
zu demselben Eigenwert gehiiren. Wir wollen unsere uki be- 
reits auch in dieser Weise normiert annehmen, und zwar na- 
tiirlich fi irjeden Eigenwert. Dann gilt also 

{ ~ & z ] ~ i ( Z ) Z L r ~ i ~ ( z j d z  = 0 wenn (h, i )  + (K' i') 
= 1 wenn sowohl h' = h als auch i'= i. 

Jede der endlichen Reihen von Eigenfunktionen uki, die man 
fir honslantes h und variierendes i erhillt, ist dann nur noch 
bis auf eine orthogonale Transformation unbestimmt. 
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Wir wollen nun die Ereignisae, die beim Hinzufiigen einea 
Storungsgliedes zu der DifFerentialgleichung (2) eintreten , zu- 
nachst mit Worten, ohne Formeln, besprechen. Die Hinzu- 
ftigung des Storungsgliedes wird die oben erwahnte Symmetrie 
der Differentialgleichung, der die Mehrfachheit der (oder ge- 
wisser) Eigenwerte zu verdanken ist, im allgemeinen beseitigen. 
Da jedoch die Eigenwerte und Eigenfonktionen stetig von den 
Koeffizienten der Differentialgleichung abhangen, wird bei 
kleiner Sti)rung an die Stelle des a-fachen Eigenwertes E, eine 
Qrnppe von a Stuck nahe beieinander und bei Ek liegenden 
Eigenwerten treten. Der a-fache Eigenwert wird aufgespalten. 
Natiirlich kann es, wenn die Storung die Symmetrie nicht 
viillig aufhebt, vorkommen, dab die Aufspaltung nicht voll- 
standig ist, sondern bl06 mehrere, zum Teil immer noch mehr- 
fache Eigenwerte von, in summa, gleicher Vielfachheit an die 
Stelle von Ek treten (,,teilweise Aufhebung der Entartung'?. 

Was nun die gestorten Eigenfunktionen anbetrifft, so 
miissen diejenigen a! Stuck, die zn den a aus Ek entspringenden 
Eigenwerten gehoren, selbstverstandlich gleichfalls, wegen der 
Stetigkeit, den zu Ek gehorigen ungestorten Eigenfunktionen 
uri; i = 1, 2, 3 . . . a! unendlich nahe liegen. Dabei ist jedoch 
zu bedenken, daS die letztgenannte Funktionenreihe, wie wir 
oben feetgestellt haben, nnr bis auf eine willkurliche orihogonale 
!Pransformation feetgelegt ist. Einer der unendlich vielen Be- 
stimmungen, deren die Eigenfunktionenreihe uki; i= 1,2,3.. . a 
fahig ist, wird die Reihe der gestorten Funktionen nnendlich 
nahe liegen; und zwar, wenn der Egenwert EL vollig aufspaltet, 
einer ganz bestimmten! Denn zu den einzelnen einfachen Eigen- 
werten, in die er zer fu t ,  geharen j a  dann vollig eindeutig be- 
atimmte Eigenfunktionen. 

Diese durch die Art der StSrung eindeutig festgelegte 
spezielle Bestimmung der ungestiirten Eigenfunktionen, die sinn- 
gemaS a ls  die , , n u b  Naherung" far die gestiirten Eigen- 
funktionen zu bezeichnen ist, wird nattirlich im allgemeinen 
nicht mit derjenigen Bestimmung der nngestorten Eigen- 
funktionen zusammenfden, die gerade zufiillig von Haus aus 
vorliegt. Jede zu einem bestimmten a-fachen Eigenwert Zk 
gehiirige Qrnppe der letzteren wird vielmehr znerst einer dnrch 
die Art der Starung bestimmten orthogonalen Substitution 
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unterworfen werden miissen, bevor sie als Ausgangspunkt, als 
,,nullte Naherung", fur die genauere Bestimmung der geetarten 
Eigenfunktionen dienen kann. Die  Bestimmung dieser ortho- 
gonalen Substitutiunen - j e  eine fiir jeden mehrfachen Eigen- 
wert - ist das einzige tzesentlich n e w  Moment, das dnrch die 
vermehrte Variablenzahl bzw. durch das Auftreten mehrfacher 
Eigenwerte neu hinzukommt. Die Bestimmung dieser Sub- 
stitutionen bildet das genaue Gegenstiick zu der Auffindnng 
eines angenaherten Separationssystems fiir die gestiirte Be- 
wegung in der Theorie der bedingt periodischen Systeme. 
Wie wir sogleich sehen werden, l i6 t  sich die Beetimmung der 
Substitutionen steta in prinzipiell einfacher Weise leisten, sie 
erfordert fur jeden u-fachen Eigenwert lediglich die Haupt- 
achsentransformation einer qnadratischen Form von oc (also 
endlich vielen!) Veranderlichen. 

1st die Substitution einmal vollzogen, dann verlauft die 
Berechnung der Naherungen erster Ordnung fnst wortlich genau 
so wie im 8 1. Der einzige Unterschied ist, da6 dem Apo- 
strophen beim Summenzeichen in der Gleichung (14) die Be- 
deutung gegeben werden muB: es sollen bei der Summation 
all6 zum Eigenwert Ek gehorigen Eigenfunktionen, d. h. also 
alle diejenigen Glieder , deren Nenner verschwinden wiirde, 
fortbleiben. Dabei ist es, beiliiufig bemerkt, fur die Naherungen 
erster Ordnung noch gar nicht einmal notig, die mehr- 
erwahnten orthogonalen Substitutionen schon fiir alle mehr- 
fachen Eigenwerte vollzogen zu haben, sondern es geniigt: fur 
denjenigen Eigenwert Ek, fir dessen Aufspaltung man sich 
gerade interessiert. Fur die Naherungen hoherer Ordnung 
braucht man sie dann freilich alle. Im iibrigen aber verlaufen 
auch diese hiiheren Naherungen genau so wie bei, von Haus 
aus, einfachen Eigenwerten. 

Selbstverstindlich kann es vorkommen, wie schon oben 
erwahnt wurde, daB der Eigenwert Ek entweder iiberhaupt, 
oder doch bei den anfanglichen Niiherungsstufen noch nicht 
vollkommen aufspaltet, sondern noch Mehrfachheiten (,,Ent- 
artungen") bestehen bleiben. Das kommt so znm Ausdmck, 
da6 den mehrerwahnten Substitutionen noch eine gewisse Un- 
bestimmtheit anhaftet, die entweder dauernd bestehen bleibt 
oder bei den spateren Naherungen schrittweise behoben wird. 
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Qehen wir nun daran, das Gesagte formelmiiSig dar- 
zustellen. Wir betrachten wie friiher die durch (4), 6 1 ,  be- 
wirkte Storung 
(4)  - a r ( 4 Y  
d. h. wir denken das zu (2) gehorige Eigenwertproblem geiiist 
und betrachten das genau entsprechende Eigenwertproblem 
von (2') 

Wieder richten wir  auf einen bestimmten Eigenwert Ek das 
Augenmerk, es sei (16) ein zu ihm gehoriges System von Eigen- 
funktionen, die wir im oben erlauterten Sinn als normiert und 
zueinander orthogonal annehmen, aber noch nicht im oben er- 
liiuterten Sinn der speziellen Stbrung angepdt, denn die Sub- 
stitution, die d a m  ffihrt, aufzufinden, ist ja gerade unsere 
Hanptaufgabe! An Stelle von (5 )  8 1, mussen wir jetzt fiir die 
gestiirten GroBen folgenden Ansatz machen 

(2') L b ]  - A T ? /  + E g y  = 0.  

a 

i = l  
EL = E~ + el ; uzZ (x) = 2 xli uki + a v1 (2) 

(2 = 1, 2, 3 . . . u) 
(18) { 
worin die v,(z)  zu bestimmende Funktionen, die el und die xi,. 
zu bestimmende Konstantensysteme sind, die wir voreret keiner 
Einschrilnkung nnterwerfen, wenn wir auch voraus wissen, daS 
das Koeffizientansystem xli  eine orthogonale Substitution bilden 
niuI3.l) Den genannten drei Grabensorten ware j e  noch der 
Index k anzuheften, um anzuzeigen, daS die ganze Uberlegung 
sich gerade auf den R-ten Eigenwert des ungestorten Problems 
bezieht. Wir verzichten darauf, dies zum Ausdruck za bringen, 
nm die untibersichtliche Haufung von Indizes zu vermeiden. 
I)er Index k bleibt bei allen folgenden Uberlegungen, bis auf 
Widerruf, fest. 

Wilhlen wir nun eine der gestiirten Egenfunktionen und 
Eigenwerte aus, indem wir dem Index 2 in (18) einen be- 
stimmten Wert erteilen., gehen wir dann mit dem Ansatz (18) 

1) DaS das gestarte Funktionensystem wZz (2) orthogonal sein ~ U S ,  
wenn die Stijrung die Entartung v6llig aufhebt, und orthogonal an- 
genommen werden kann, auch wenn das nicht der Fall iet, folgt aus der 
allgemeinen Theorie. 

- __ . 
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in die Differentialgleichung (2') ein und ordnen wir nach 
Potenzen von 1. Dann fallen, genau wie friiher in 8 1, die 
von 1 unabhangigen Glieder aus dem Grunde fort, weil die 
ungestorten Eigengroflen nach Voraussetzung der Gleichung (2) 
geniigen. Es  bleiben also nur die Glieder mit der ersten 
Potenz von 1, da wir die zweite konsequent fortstreichen 
diirfen. Nach Fortlassen des Faktors il erhiilt man 

(19) 
Wir erhalten also zur Bestimmung der Eigenfunhtionen- 
storung vl wieder eine inhomogene Gleichung, zu der als 
homogene Gleichung wieder die Gleichung (2) mit dem spe- 
ziellen Wert E = Ek gehort, also diejenige homogene Gleichung 
der silmtliche uki; i = 1, 2 . . . a geniigen. Die Form der linken 
Seite der Gleichung (19) ist vom Index 1 unabhangig. 

Auf der rechten Seite kommen die zu bestimmenden 
Konstsnten el und x l i  vor, und dieses Vorkommen dient zu 
ihrer Berechnung, noch VOT der Berechnung von vl. Denn 
damit Gleichung (19) uberhaupt eine Liisung habe, ist notig 
und hinreichend, dafl ihre rechte Seite auf allen zu Ek ge- 
horigen Eigenfunktionen der homogenen Gleichung (2) senk- 
recht etehe. Es  muS also 

a 

i = l  
L[v,l + E k k Q z = x X z i ( T - E i 4 ) u k i  

d. h. wegen der Normierung (17) 

(21) ( XlmEZ v= ~ x Z i S r " k i U k m d x  1=1 

(m = 1, 2, 3 . .  . 3. 
Schreiben wir abkiirzend fiir die dnrch Quadratnren berechen- 
bare symmetrische Konstantenmatrix 

r u k i u k n d x  = sim 

( i , m = l , 2 , 3 . . , e ) ,  
(22) 

so erkennen wir in 

[ ( m = 1 , 2 , 3  . . .  a) 



Qua&ierung als Eiyenwertproblem 463 

ein System von a linearen homogenen Qleichungen zur Be- 
rechnung der a-Konstanten xZm; rn = 1, 2 ... a, wobei aller- 
dings in den Koeffizienten noch die Eigenwertstarung E~ vor- 
kommt, die selbst nnbekannt ist. Allein dieses Vorkommen 
&ent gerade zur Berechnung von el noch vor dejenigen der 
xzm. Denn bekanntlich hat das lineare homogene Qleichnngs- 
system (21') nur dann nnd immer dann Lasungen, wenn seine 
Determinante verschwindet. Das liefert folgende algebraische 
Gleichung a-ten Grades fiir e l :  

811 - E l ,  %a 7 * ' - '1 a 

&a 1 e 8 2 - E l ,  % a . .... 
. . . . . . . . . . .  (23) = 0. 
. . . . . . . . . . .  I .... &a. - 5 I &a1 'a2 , 

Man erkennt, daB das Problem vollig identisch ist mit dem 
der Transformation der quadratischen Form in u Variablen, 
mit den Koeffizienten gmi, auf ihre Hauptachsen. Die ,,Sikular- 
gleichung" (23) liefert a, im allgemeinen Fall verschiedene und, 
wegen der Symmetrie der ant, stets teelIe Wurzeln fur 9 ,  die 
,,reziproken Quadrate der Hauptachsen". Wir erhalten so alle 
a Eigenwertstorungen (I = 1, 2 ... a) gleichzeitig und wiirden 
das Aufspalten eines a-fachen Eigenwertes in genau a Sttick, 
im allgemeinen Fall verschiedene, einfache Eigenwerte er- 
schlossen haben, auch wenn wir es nicht, ale ziemlich selbst- 
verstandlich, von vornherein vorausgesetzt hitten. Zu jedem 
dieser a,-Werte liefern die Gleichnngen (21') dann ein System 
von GriiBen xi{ ;  i = 1,2 ... a, und zwar bekanntlich (von einem 
konstanten gemeinaamen Faktor abgesehen) nut eines, wofern 
alle el wirklich verschieden sind. Ferner ist bekannt, daJ3 das 
gmze System der ua QroBen xzi ein orthogonales Koeffizienten- 
system bildet, da es fiir das Hauptachsenproblem die Richlungen 
der neuen Koordinatenachsen bezfiglich der alten in der ge- 
wohnlichen Weise festlegt. Die eben erwiihnten unbestimmten 
Faktoren kannen nnd wollen wir dazu verwenden, um die x l i  
vollkommen als ,,Richtungskosinusse" zn normieren, wodurch, 
wie man sich leicht iiberzeugt , die gestiirten Eigenfunktionen 
u;~(z) nach (18) znniichst einmal ,,in nullter Nitherung" (d. h. 
abgesehen von den A-Qliedern) wieder normiett ausfallen. 

Annalen der Phpik. IV. Foly. 80. 30 
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Hat die Gleichnng (23) mehrfache Wnrzeln, so liegt der 
friiher e rwante  Fall vor, da8 die StGrung die Entartung noch 
nicht vollig aufhebt. Es  hat dann auch die gestorte Gleichung 
noch mehrfache Eigenwerte und die Bestimmung der Kon- 
stanten x l i  wird teilweise willktiriich. Daa hat keine anderen 
Konsequenzen, als da6 man sich such nach der Storung, wie 
immer bei Mehrfachheit der Eigenwerte, mit einem noch in 
mancher Hinaicht willklirlichen System von Eigenfunktionen 
zufrieden geben mu6 und kann. 

Mit der Hauptachsentransformation ist die Hauptaufgabe 
geleistet und man wird auch fur die quantentheoretische An- 
wendung sehr oft mit der Bestimmung der Eigenwerte in erster 
und der Eigenfunktionen in nullter Nilherung das Auslangen 
finden. Die Ausrechnung der Konstanten xli und E~ lii6t sich 
natiirlich nicht rtllgemein abgeben, da sie ja  von der Losung 
einer algebraiechen Gleichung d e n  Grades abhangt. Fiir den 
schlimmsten Fall gibt es Methoden, urn die Ausrechnung mit 
beliebiger Niiherung in rationaler Weise zu 1eisten.l) Wir  
&fen also jetzt diese Konstanten ah bekannt ansehen und 
wollen noch der Vollstiindigkeit halber die Berechnung der 
Eigenfunktionen in erstm Nilherung angeben. Sie verliuft 
tibrigens genau wie im 8 1. 

Wir haben die Qleichung (19) zu liisen und setzen dazu 
vI als eine Reihe nach sarntlichen Eigenfunktionen von (2) an 

Die Summation ist zu erstrecken nach k’ von 0 bis a, und 
fiir jedes feste h‘ nach i f  iiber die endliche Zahl von Eigen- 
funktionen, die zu EkT gehoren. (Jetzt treten also zum ersten 
Male auch die Eigenfunktionen ins Spiel, die nicht zu dem 
hervorgehobenen a-fachen Eigenwert Bk gehoren.) - Zweitens 
entwickeln wir die durch p(xj dividierte rechte Seite von (19) 
in eine Reihe nach den siimtlichen Eigenfunktionen: 

n 

1) Courant-Hi lbert ,  Bap. I, § 3, 3. S. 14. 
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wobei 

= o  fur k‘ = R 

(die beiden letzten Gleichsetzungen folgen aus (1 7) bzw. (20)). 
Geht man mit (24) nnd (25) in (19) ein, so kommt 

(27) ~ Y Z , k ’ i t ( L [ u k ‘ i ’ ]  + E k B U k l i ’ ) = ~ C Z , k ‘ i ’ g U Y i ’ .  
(k‘i‘) (Y i‘) 

Da nun ukri? der Gleichung (2) mit E = Ekp genngt, kommt: 

Y z , k r i f  Q (& - E k r )  = 2 CG k l i f  g U k ‘ Q .  
(W i f )  ( w i‘) (28) 

Durch Gleichsetzen der Koeffizienten rechts und links sind 
alle Y r , k r i l  bestimmt, mit Ausnahme derjenigen, fiir welche 
K‘ = k.. Es ist 

yz ,  k‘i’ = ~- ‘1,  v i‘ - - 2 X l i  S T U k i U k J i .  d x  
i = l  

l C k  - Ekr Ek - EkT i (fiir k‘ + k), 
(2!>) 

wlihrend diejenigen y ,  fiir welche K‘ = k ist, natiirlich durch 
die Gleichung (19) nicht festgelegt werden. Es entspricht dies 
wieder dem Umstand, daf3 wir die gestijrten Eigenfunktionen u ; ~ ,  
Ansatz (1 S), vorladg erst in nullter Niiherung (durch Normierung 
der xzJ normiert haben, und man erkennt wieder leicht, daB 
man die in Rede stehenden y-GFriiBen siimtlich Null zu setzen 
hat, urn die Normierung der UL auch in erster Nhherung 
herbeizufuhren. - Durch Eintragen von (29) in (24) und dann 
von (24) in (18) erhiilt man schlief3lich ftir  die gestorten Ezgen- 
funktionen in erster Naherung 

( I  = 1, 2 . . . fx) . 
Der Apostroph am zweiten Snmmenzeichen zeigt an, daB nlle 
Glieder mit X = h fortzubleiben haben. Bei Anwendung der 
Formel fur ein beliebiges k ist zn beachten, daf3 sowohl die xzi 

80 * 
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als auch, selbstversthdlich, die Vielfachheit ar des Eigen- 
wertes Ek, den wir speziell ins Auge gefa6t hatten, noch vom 
Index R abhiingen, was in der Bezeichnung nicht zum Aus- 
druck kommt. Die xzi sind, um das hier zu wiederholen, als 
ein a d  die Quadratsumme Eins normiertes Lbsungssy8tem aus 
den Gleichungen (21') zu berechnen, deren Koeffizienten durch 
(22) gegeben sind, wiihrend fiir die Gro6e E~ in (21') eine der 
Wurzeln von (23) zu nehmen ist. Biese Wurzel gibt dann 
den zugehorigen gestarten Eigenwert nach 

(31) El = Ek + 1 
Die Formeln (30) und (31) sind die Verallgemeinerung der 
Formel (14) und (15) von 6 1. 

Es braucht kanm gesagt zu werden, dab die am Ende 
von 8 1 erwiihnten Erweiterungen und Verallgemeinerungen 
natiirlich hier wieder Platz greifen konnen. Es verlohnt aber 
wohl kaum, die Entwickelungen allgemein durchzufiihren. Man 
kommt im speziellen Fall am besten an8 Ziel, wenn man keine 
fertigen Formeln beniitzt, sondern direkt nach den einfachen 
Grnndsiitzen vorgeht, die wir im Voretehenden, vielleicht schon 
allzu ausftihrlich, anseinandergesetzt haben. - Nur  des, schon 
am Ende von.9 1 erwahnten Vorkommnisses moge noch kurz 
gedacht werden, da6 die Gleichung (2) eventnell ihren selbst- 
adjungierten Charakter einbiibt, und zwar bei mehreren Variablen 
eventuell unwiederbringlich einbiibt, wenn die Sttirun gsglieder 
auch Derivierte der unbekannten Funktion enthalten. Nach 
allgemeinen Siitzen brauchen die Eigenwerte der gestorten 
Gleichung dann nicht mehr reell zu sein. Wir kiinnen dae 
jetzt niiher erlilutern. Man erkennt namlich beim Durchgehen 
der Entwickelungen dieses Paragraphen unschwer, dab, wenn 
die Stbrungsglieder Derivierte enthalten , die Elemente der 
Determinante (23) niclrt mehr symmetriech sind. Es ist bekannt, 
dab in diesem Falle die Wurzeln der Gleichung (23) nicht 
mehr reell zu sein brauchen. 

Dab man, urn fiber die erste bzw. nullte Naherung der 
Eigenwerte bzw. Eigenfnnktionen hinauszukommen, die Reihen- 
entwickelungen gewisser Funktionen nach den Eigenfunktionen 
benotigt, kann recht unbequem werden und die Rechnung 
mindestens bedeutend verkomplizieren in den Fallen, wo neben 
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dem Punktspektrum auch ein Streckenspektrnm vorliegt nnd 
das Pnnktspektrum eine Hiiufungsstelle im Endlichen aufweist. 
Das ist nun gerade bei den in der Quantentheorie auftretenden 
Problemen der Fall. Glucklicherweise ist es manchmal - 
vielleicht immer - miiglich, sich fur die Zwecke der StGrungs- 
theorie von dem, iiberhaupt recht liistigen, Streckenspektrnm 
zu befreien und die Stornngstheorie an einer Gleichung durch- 
zufuhren, die k i n  Streckenspektrnm besitzt nnd deren Eigen- 
werte sich nicht im Endlichen hiufen, sondern mit wachsendem 
Index uber alle Grenzen wachsen. Wir werden im ngchsten 
Paragraphen ein Beispiel kennen lernen. Selbstverstiindlich 
bietet sich diese Erleichterung nu- dann dar, wenn man sich 
nicht gerade fiir einen Eigenwert des Streckenspektrums selbst 
interessiert. 

11. Anwendung auf den Starkeffekt 

3. Bereohnnng der Frequenaen nach der Xethode, die der 
lpeteineohen entepriaht 

Indem wir der Wellengleichung des Keplerproblems, 
Gleichnng (5), S. 362, Bd. 79 dieser Annslen, eine potentielle 
Energie + e Pz hinzuftigen, wie es der Einwirkung eines elek- 
trischen Feldes in der positiven z-Richtung von der Stiirke P 
auf ein negatives Elektron vom Ladungsbetrag e entspricht, 
erhalten wir folgende Wellengleichung f ~ r  den Starkeffekt 
des Wasserstoffatoms 

welche die Grundlage des restlichen Teiles dieser Abhandlung 
bildet. Im 6 5 werden wir auf diese partielle DifTerential- 
gleichung direkt die allgemeine Storungstheorie von 6 2 an- 
wenden. Jetzt hingegen erleichtern wir uns die Aufgabe, 
i d e m  wir riiumliche Parabelkoordinaten A,, A,, sp einfiihren 
durch folgende Gleichungen 
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I ,  und 1, laufen j e  von 0 bis 00, als Koordinatenflachen ge- 
horen dazu die beiden Scharen konfokaler Rotationsparaboloide 
mit dem Ursprung ale Brennpunkt und der positiven (La) bzw. 
negativen ( A l )  z-Achee ale Achse. 'p lauft von 0 bis 2 n ,  als 
Koordinatenflachen gehort dazu die Schar der von der z-Ache 
begrenzten Halbebenen. Die Koordinatenzuordnung ist ein- 
deutig. Fiir die Funktionaldeterminante erhalt man 

(34) 

Das Raumelment  ist also 

(35) d x d y d z  = ii4 + La)d4 d L z d y .  

Wir notieren noch als Folge von (33) 

(36) x 2  + y2 = L, I , ;  7' = X' + yz + z2 = 4 (4 + 4)  - 
Die Ausrechnung von (32) in den gewilhlten Koordinaten er- 
gibt, wenn wir (zur Herstellung der selbstadjungierten Gestalt) 
gleich mit (34) multiplizieren l ) :  

(32') 

Hier kann man nun wieder - das iet j a  das Um nnd Auf 
aller ,,Methoden" zur Losung linearer partieller Differential- 
gleichnngen - die Funktion 1~ ale Produkt dreier eingiffiger 
Funktionen ansetzen 

(37) v = A, 4 0 7  

die nur je  von einer Koordinate abhangen. Man erhdt  fiir sie 
die gewohnlichen Differentialgleichungen 

1) Rechnerisch am einfachsten gewinnt man (32'), sowie tiberhaupt 
die Wellengleichung in irgendwelchen speziellen Koordinaten, indem 
man nicht sie selbet , sondern das ihr entsprechende Variationsproblem 
(vgl. ,,Erste Mitteilung" S. 376) umrechnet und daraus die Wellengleichung 
als Enlersche Variationsgleichung neu gewinnt. Man erspart so das 
mfihname Umrechnen der xweiten Derivierten. Vgl. ,,Courant - Hilbert" 
Rap. IV, 0 7, S. 193. 
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worin n und /I zwei weitere, erst zu bestimmende ,,eigenwert- 
artige" Integrationskonstanten (neben E) sind. Bei der Wahl 
der Bezeichnung fur die erstere haben wir schon darauf Ruck- 
sicht genommen, dal3 die emte der Qleichungen (88) ihr einen 

als Funktion ganzzahligen Wert aufzwingt, wenn @ und - 
acp 

des Azimuts cp eindeutig und stetig sein sollen. Man hat dann 

a @  

und es geniigt offenbar, nichtnegative Werte von n in Betracht 
zu ziehen: 

Mit der Bezeichnung der zweiten Konstante, 8, folgen wir 
Sommerfe ld  (Atombau, 4. Aufl., S. 821), urn den Vergleich 
etwas zu erleichtern. (So auch im Folgenden mit A, B, C, D.) 
Die letzten beiden Gleichungen (38) behandeln wir gemeinsam 
i n  der Gestalt 

und das obere Vorzeichen fur A = Al, h = 4 gilt, das untere 
fur A = A,, C = I,. (Leider miissen wir 6 statt des nsher- 
liegenden il schreiben, wegen der Kollision mit dem Storungs- 
parameter I der allgemeinen Theorie, $8 1 und 2.) 

Lassen wir nun in (41) zunachat das Starkeffektglied D Cz, 
das wir als Stiirnngsglied auffassen, fort (Grenzfall ver- 
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schwindenden Feldes), dam hat diese Gleichnng gam den- 
eelben dgemeinen Bau wie die Gleichung (7), s. 363 der 
ersten Mitteilung, such das Grnndgebiet ist dasselbe, 0 bis co. 
Die Diskussion ist fast wortlich gleichlautend und ergibt, daS 
nichtidentLchverschwindende, im Grundgebiet mit ihren Ab- 
leitungen stetige und endlichbleibende Losungen nnr dann 
existieren, wenn entweder A > 0 (Streckenspektrum, enb 
sprechend den Hyperbelbahnen) oder 

+ 
Wendet man das auf die letzten beiden Qleichnngen (38) an 
nnd nnterscheidet dabei die beiden k-Werte dnrch Indizes 1 
und 2, 80 erhalt man: 

Durch Addieren und Quadrieren ergibt sich mit Beachtung 
der W e d  (42): 

Das sind die wohlbekannten Balmer-Bohrschen Ellipsen- 
niveaus, wobei a l s  Hauptguantenzahl auftritt 
(46) l = k , + k 2 + 7 1 + 1 .  

Einfacher als auf dem angedeuteten Weg erhalt man das 
diskrete Termspektrnm nnd die zugehorigen Eigenfunktionen 
unter Verwendung bereits bekannter Ergebnisse der mathe- 
matischen Literatur folgenderma6en. Man tranaformiert zu- 
nilchst die dependente Variable A in (41) dnrch 

(47) 
sodann die independente durch 

Man findet fiir I als Fnnktion von q die Gleichung 

. -- 
(48) 2 6 F d  = q .  
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Diese Gleichung steht nun in einer sehr intimen Beziehung 
zu den nach L a g u e r r e  benannten Polynomen. Im mathe- 
matischen Anhang mird gezeigt, deS die mit e- *la multiplizierte 
n-te Derivierte des n + k-ten Laguerreschen Polynoms der 
Differentialgleichung genugt 

n + l  (103) y”+ -- 
5 

mid dab fur festes n die genannten Funktionen das voll- 
stilndige System der Eigenfunktionen der eben angeschriebenen 
Gleichung bilden, wenn K alle nichtnegativen ganzen Zahlen 
durchlanft. Daraus folgt, daB (41’) frir verschwindendes B die 
Eigenfunktionen 

+ K  ( k = 0 , 1 , 2  ...) B Its-1 -- me- 2 
+ 

besitzt - und keine anderen! (Uber den merkwtirdigen Ver- 
lust des Streckenspektrms bei der scheinbar harmlosen Trans- 
formation (48) vgl. den mathematischen Anhang; die Durch- 
fiihrang der Stornngstheorie wird dnrch diesen Verlust sehr 
erleichtert.) 

Wir haben nun die Storung der Eigenwerte (60) durch 
Hinzunahme des B-Gliedes in (41’) nach der allgemeinen 
Theorie von 5 1 zu berechnen. Die Qleichnng erhillt selbet- 
adjungierte Qestalt durch Multiplikation mit q* .I. l .  Die Dichte- 
funktion Q (z) der allgemeinen Theorie wird also p. Als 
St6rungsfunktion r (z) tritt auf 

+ 
(1)en Stijrnngsparameter ?. setzen wir formal = 1, wenn man 
wollte, kannte man B oder P damit identifizieren.) Nun ergibt 
die Formel (7’) fur die StSrung des R-ten Eigenwertes 
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Fur das Nennerintegral, das lediglich die Normierung besorgt, 
ergibt Formel (115) des Anhangs 

[(n + k)!]’ 
(53) k! ’ 
wahrend das Zahlerintegral an derselben Stelle zu 

(54) 

berechnet wird. Mithin 

--- [(n + ‘)!13 (nz + 6 n k + 6 ha + 6 h + 3 n + 2) 
k! 

(55) Ek =- -- (na+ 6nk + 6 k Z  + 6h + 3n + 2). 
(2 1/-A)3 
i- 

Die gestorta Eigenwertforderung fiir den k-ten Eigenwert der 
Gleichung (41’) und daher natiirlich auch fnr den k-ten diskreten 
Eigenwert der Ausgangsgleichung (41) lautet also 

+ 
(ek wird vorlllnfig ale Abkiirzung beibehalten). 

Dieses Ergebnis wenden wir nun zweimal an, namlich auf 
die letzten beiden Qleichungen (38), indem wir die beiden 
Wertesysteme (42) der Konstanten A, B, C, B einsetzen; wobei 
au6erdem zn beachten ist, da6 n in beiden Fiillen dieselbe Zahl 
ist, wahrend die beiden h-Werte, ebenso wie oben, dnrch die 
Indizes 1 und 2 zu nnterscheiden sind. Zunachst hat man 

(mit Verwendung der Abkiirzung (46) fiir die Hauptquantenzahl). 
In der N‘iherung, die wir anstreben, daxf man nach den kleinen 
GriiBen E~ entwickeln 

2 A = - I 9 -  + )* [ 1 - T ( e , ,  + &4 . 
(59) P 
Ferner d a d  man bei Berechnung dieser kleinen GriiSen in (55) 
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den Niiherungswert (46) fur A benlitzen. Man 
Beachtung der beiden D-Werte nach (42): 

(d + 6nR, + 6R12 + 6 4  

d k 2  = - F,hllI , (n2 + 6 n h ,  + 6RZ2 + 6 4 ,  

F h 4 k  
‘kl = + 64n4mP ,a 

64n m 6 

(6 0) 

erhiilt so, mit 

Die Addition ergibt nach Ieichter Reduktion 

l’ragt man dies nnd die Konstantenwerte A, B, und B, aus 
(42) in (59) ein, so kommt nach Reduktion 

2nsme4 3 hfF1(k ,  - k,) E =  _--_______--. 
h‘ lp 8 nPme 

(132) 

1)ies ist unser vorllufiges Bdergebnis, die wohlbekannte 
Npsteinsche Formel fUr die Termwerte im Starkeffekt des 
Wasserstoffspektrums. 

4 und R, entsprechen vollkommen den parabolischen 
Qnantenzahlen, sie sind des Wertes Null fahig. Anch die 
ganze Zahl n, die offenbar mit der aquatorialen Qnantenzahl 
zn tun hat, ist nach (40) des Wertes Null ahig. Aber nach 
(46)  mu6 die Summe dieser drei Zahlen noch nm eine Einheit 
vermehrt werden, um die Hauptquantenzahl zu liefern. Daher 
entspricht nicht n ,  sondern n + 1 der aquatorialen Quanten- 
xahl. Der Wert Null ffir die Zetztere wird also durch die 
Wellenmechanik automatisch ausgeschlossen, ebenso wie durch 
die Heisenbergsche Mechanik.’) Es gibt einfach keine Eigen- 
funktion, d. h. keinen Schwingnngszustand, der solch einer 
meridionalen Bahn entspricht. Dieser wichtige und erfreuliche 
Umstand war tibrigens schon auf S. 370 der ersten Mitteilung 
bei der Konstantenzahlnng, dann auf S. 371 bei der azimu- 
talen Quantenzahl zutage getreten in der Nichtexistenz der 
den Pendelbahnen entsprechenden Schwingungszustande; seine 
volle Bedeutung ist mir aber erst durch die Bemerkungen der 
beiden eben zitierten Autoren zur Abhebung gelangt. 

1) S. W. Pauli jun., Ztschr. f. Phys. 36. S. 336. 1926; N. Bohr,  
Die Naturw. 1. Heft. 1926. 
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Fiir spatere Verwendung notieren w i r  noch das zu den 
Eigenwerten (62) gehiirige System von Eigenfunktionen der 
Gtleichung (32) bzw. (32') in ,,nullter Niiherung". Es ergibt 
sich aus dem Ansatz (37), an8 den Ergebnissen (39) und (49), 
mit Beachtung der Transformationen (47) und (48) und des 
Naherungssertes (45) fiir A. Zur Abkiirznng nennen wir a. 
den ,,Radius der ersten Wasserstoffbahn". Es ergibt sich 

Die (noch nicht normierten I) Eigenfnnktionen lanten dann 

Sie gehtiren zu den Eigenwerten (62), wobei I die Bedeutung (46) 
hat. Zu jedem nichtnegativen ganzzahligen Wertetripel n, h, , 
R, gehiiren wegen des Doppelzeichenscos zwei bzw. eine Eigen- 
funktion, je nachdem n > 0 oder n = 0. 

( sin) 

0 4. Verauoh einer Berechnung 
der InteneitZlten und Polarinationen einee Aufspaltungsbildee 

Neulich babe ich gezeigt'), dafl man aus den Eigenfunk- 
tionen durch Differentiationen rind Qnadraturen die Elemente 
der Matrizen berechnen kann, welche in der Reisenbergschen 
Qnantenmechanik den Funktionen der verallgemeinerten Lage- 
und Impulskoordinaten zugeordnet werden. Z. B. findet man 
fir dm +r'te Element derjenigen Matrix, die nach He i senbe rg  
zu der verallgemeinerten Lagekoordinate q selbst gehiirt 

Hier vertreten, fur unseren Fall, die Einzelindizee r, r' j e  ein 
IndextrlPel n, R , ,  R,, ferner vertritt z die drei Koordinaten t ,  8, 
q; g(r) iet die Dichtefunktion, in unserem Fall die GroSe (34). 
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(Man vergleiche die selbstadjungierte Gleichung (32') mit der 
allgemeinen Gestalt (2)]. Der Nenner, ( .)-'/;, in (66) m d t e  
hinzngefiigt werden, weil unser Funktionensystem (64) noch 
nicht normiert ist. 

Nach Heisenberg l )  sol1 nun, wenn q eine rechtwinkelige 
kartesische Koordinate bedeutet, das Quadrat des Matrix- 
elementes (65) ein MaS fUr die ,,Ubergangswahrscheinlichkeit 
ads dem r b n  in den r'ten Znstand" sein, genauer gesprochen 
fur die Intensitat desjenigen Teils der mit diesem Ubergang 
verbundenen Strahlung, der in der q-Richtung polarisiert ist. 
Hieran ankniipfend habe ich a. a. 0. gezeigt, daS unter gewissen 
einfachen Annahmen uber die elektrodpamische Bedeutnng 
des ,,mechanischen Feldskalars" q~ das in Rede stehende 
Matrixelement in der Wellenmechanik einen sehr anschan- 
lichen Sinn bekommt, nilmlich wirklich: Komponente der 
Amplitude des periodisch schwankenden elektrischen Moments 
des Atoms, und zwar Komponente im doppelten Sinn: 1. Kom- 
ponente in der q-Richtung, d. h. in der betreffenden Raum- 
richtung, 2. von dieser rilumlichen Komponente nur derjenige 
Ted, der zeitlich sinusformig mit genau der Frequenz des aus- 
gesandten Lichtes, I Er - E,., I / h ,  wechselt. (Es handelt sich 
also um eine Art Fourierzerlegung, aber nicht nach harmoni- 
schen Frequenzen, sondern nach den wirklichen Emissions- 
frequenzen.) Dabei liegt jedoch der Wellenmechanik iiberhaupt 
nicht die Vorstellung eines pliitzlichen TJberganges aus dem 
einen in den anderen Schwingungsznstand zugrunde, sondern 
das betreffende Partialmoment - wie ich es kurz nennen 
will - entspringt nach ihr aus dem Zusarnmdestehen der 
beiden Eigenschwingungen und dauert so lange an, als beide 
gleichzeitig angeregt sind. 

Insofern muf3 auch obige Behauptung, die qr' seien den 
Partialmomenten proportional, genauer prazisiert werden: das 
Ferhiiltnis von z. B. q+ zu qrr" ist gleich dem Verhilltnis 
der Partialmomente, die auftreten, wenn die Eigenfunktion yr 
mit irgendwelcher Starke und die beiden Eigenfunktionen yrr 
und q~,.,, unter sich gleich stark - d. h. der Normierung ent- 

1) W. Heisenberg, Ztschr. f. Phys. 33. 8. 879. 1985; M. Born 

- 

u. P. Jordan, Ztechr. f. Phye. 34. S. 867, 886. 1925. 
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sprechend - angeregt sind. Zur Berechnung des Intensitats- 
verhaltnisses mu6 der 9-Quotient erstens quadrieit und zweitens 
mit dem Quotienten der vierten Potenzen der Emissions- 
frequenzen mnltipliziert werden. Fur das Intensitltsverhilltnis 
der Starkeffektkomponenten spielt letzteres aber keine Rolle, 
weil dabei ja immer nur Linien von nahezu gleicher Frequenz 
ihrer Intensitat nach verglichen werden. 

Die bekannten Auswahl- und Polarisationsregeln der Stark- 
effektkomponenten lassen sich aue den Ziihlerintegralen in (65) 
und aus der Gestalt der Eigenfunktionen (64) fast ohne Rech- 
nung ablesen. Sie folgen aus dem Verschwinden bzw. Nicht- 
verschwinden des Integrals iiber d 4p. Die Komponenten, deren 
elektrischer Vektor parallel zum Feld, d. h. zur z-Richtung 
schwingt, erhalt man ja, indem man in  (65) das q durch z 
nach (33) ersetzt. Der Ausdruck fiir z d. i. '/$ (4 - 4) enb 
h&lt dtm Azimut cp nicht. Daher erkennt man aus (64) un- 
mittelbar, d& ein nichtverschwindendes Resnltat bei der 
Integration iiber dsp nur dann zustande kommen kann, wenn 
man Eigenfunktionen mit yleichern n, d. h. also mit gleicher 
ilquatorialer Quantenzah!, welche ja gleich n + 1 id, kombi- 
niert. - Fur die senkrecht zum Feld schwingenden Kompo- 
nenten hat man y gleich x oder gleich y zu setzen, siehe 
Gleichung (32). Him tritt cos 4p bzw. sin sp auf und man er- 
kennt fast ebenso leicht, wie friiher, daB die n-Werte der 
beiden kombinierten Eigenfunktionen sich genau um eine Ein- 
heit unterscheiden miissen, wenn die Integration iiber d sp ein 
nichtverschwindendes Ergebnis liefern SOU. Damit sind die 
bekannten Auswahl- und Polarisationsregeln bewiesen. Ferner 
sei hier nochmds daran erinnert, da6 wir keinen n-Wert durch 
eine Zusatziiberlegung auszuschlieBen brauchen, wie es in der 
iilteren Theorie notig war, um ubereinstimmung mit der Er- 
fahrung zu erzielen. Unser R ist um 1 kleiner als die aqua- 
toriale Quantenzahl nnd ist schon von Haus aus keiner nega- 
tiven Werte fahig. (Ganz derselbe Sachverhalt liegt bekanntlich 
auch in der Heisenbergschen Theorie v0r.l) 

Die numerische Ausrechnung der in (65) auftretenden 
Integrale iiber d l ,  und d l z  ist au6ergewohnlich langweilig, 

1) W. Pauli jun., Ztschr. f. Phye. 36. S. 336. 1926. 
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besonders im Zahler. Es tritt derselbe Rechenapparat in 
Funktion, der schon zur Auerechnung von (52) diente, nnr 
liegt die Sache jetzt dadurch etwas umstandlicher, daI3 die 
beiden (verallgemeinerten) L a g u e r r e schen Orthogonalfunk- 
tionen, liber deren Produkt zu integrieren ist, nicht das gleiche 
Argument haben. Zum guten Gluck ist far die Balmerlinien, 
die hauptsachlich interessieren, das eine der beiden Polynome 
L,:+ Ir , namlich das anf den zweiquantigen Zustand beziigliche, 
stets entweder eine Konstante oder eine lineare Funktion 
seines Arguments. Der Weg, auf dem gerechnet wurde, ist 
etwas genaner im mathematischen Anhang beschrieben. Die 
folgenden Tabellen und Schanbilder geben die Resultate far 
die ersten vier Balmerlinien im Vergleich mit den bekannten 
Messungen und Intensitiitsschjitzungen, die S t a r k  bei einer 
FeldsGrke von rnnd 100000 V/cm ausgefilhrt hat.1) Die erste 
Spalte bezeichnet den Polarisationszustand, die zweite die Term- 
kombination in der ublichen Bezeichnungsweise; d. h. in unseren 
Zeichen: die Zahlentripel ( h l ,  k,, a + 1) und zwar bezieht sich 
dns erste Tripe1 auf den hijherquantigen, das zweite auf den 
zweiquantigen Zustand. Die dritte, mit A iiberschriebene 
Spalte gibt die Termaufspaltung in Vielfachen von 3haF/8name,  
8. Qleichung (62). Die nachste Spalte gibt die von S t a r k  
beobachteten Intensitilten, wobei 0 bedentet : nicht beobachtet. 
Die Fragezeichen hat S t a r k  zu solchen Linien gesetzt, die 
entweder mit fremden Linien oder mit moglichen ,,Geistern" 
kollidieren und daher nicht garantiert werden k8nnen. Wegen 
ungleich starker Schwachung der beiden Polarisationszustande 
irn Spektrographen sind, nach S t a r k ,  seine Angaben f~ die I I  
und fiir die 1 schwingenden Komponenten untereinander nicht 
direkt vergleichbar. Die letzte Spalte endlich gibt die Ergeb- 
nisse unserer Berechnung, und zwar in Relativzahlm, welche 
fiir die samtlichen ( 11 - und I-Eomponenten) einer Linie, z. B. 
von Ha, vergleichbar sind, dagegen nicht von Ha zu €lp usw. 
1)iese Relativzahlen sind auf ihre Meinsten ganzzahligen Werte 
gebracht d. h. die Zahlen in jeder der vier Tabellen sind 
unter sich teilerfremd. 

I) J. Stark,  Ann. d. Phys. 48. S. 193. 1915. 



468 E. Schriidinger 

Intensit i i ten im Starkeffebt  der Balmerl inien.  

Tabelle 1 

H a  

1 A 1 Intens. beob. 
__-__ __.._ _ _  _-___ ___ __. _ _ _ ~  ____ _ _  ___ 

729 
(102) (002) 3 1 9 1  2301 

1681 

Summe: 4715 

Polarisation I Kombination 

(111) (011) 1 

(201) (011) 8 0 1 
n 

1 (111) (002) 0 0 I] (003) (002) 1 
102) (101) 1 '  1 1936 

5 1 0  
I 

6 1 0  

I Summe'): 4715 

Polarieation 
______ 

II 

Tabelle 2 

% 
. 

Kombination I A I Intens. beob. I Intens. ber. 

(112) (002) 
(211) (101) 

(211) (011) 
(202) (002) 

- 

(301) (101) 

1301) (011) 
- 

- _____ 
0 
9 
0 

81  
384 
361 

0 
1 

- 
(112) (011) 

t211) (002) 4 
(202) (101) 

(202) (011) ! 10 
(301) (002) j 12 

(103) (002) 

1 (:J - 

194 
393 

t 12,6 

9,7 
113 
1,1? 
l ?  

0 
72 

384 
72 

294 
0 
6 
8 

- 
Summe: 836 

1) Vnverschobene Komponente halbiert! 
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Tabelle 3 
H” 

I 

~ ~~ ~~~~ ~~ 

(221) (011) 
(212) (002) 
(811) (101) 

16 641 
116 200 

(311) (011) 
(302) (002) 16 
(401) (101) 18 131 769 

22 729 
1 summe: 300 685 

0 115 200 
0 } 792 { 26450 

46 128 
5 808 
76 800 ) 4,3 { 11250 

(302) (101) 13 691 88 232 
(302) (011) 17 1,1 2 592 
(401) (002) 20 1 4 050 

(113) (002) 
(221) (002) 
(212) (101) 3 322 
(212) (011) 7 1 4  
(205) (002) 10 
(311) (002) 10 

_ _ _ _ _ - ~  
(222) (002) I 0 0 

Polariaation 
- - 

II 

0 

I 

(321) (101) 4 
(321) (011) 8 

(411) (101) 16 
(411) (011) 20 
(402) (002) 24 

(312) (002) 12 

1 8 

lI5 72 
1,2 I 32 

192 18 
111 18 
2,s 180 

(222) (011) 
(213) (002) 

(312) (011) 

(321) (002) 
(312) (101) 

(3031 (002) 

(501) (101) 
(501) (011) 

14111 IUUZI 

242 
2 32 

2 I 1,3 1 36 
162 I} 312 (1 36 

10 2.1 98 
14 1’ 2 
.- 
I8  I I t  Y 

(402) (011) 26 5 
(501) (002) i 30 

Summe: 572 - 
1) Unvemchobene Kompw -ate halbiert ! 

Annden dar Phpik. IV. FOW 80. 31 
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Zn den Schaubildern ist zn bemerken, da6 wegen der un- 
geheuren theoretischen Inteneitatsunterschede einige theore- 
tische Intensitiiten nicht im MaBstab richtig wiedergegeben 

exp 

exf' I I I I I I 
4 3 2  2 3 4  

I I  

I / I  lheot I i I 
2 3 4  4 3 2  

meoc I 

Xa 1 1  -Komponenten 
Fig. 1 

I 
Ra I -Komponenten 

Fig. 2 

werden konnten, weil eie vie1 zu klein sind. Solche eind durch 
Rleine Xreise angedeutet. 

Eine Betrachtung der Schaubilder zeigt, daS die Uber- 
einstimmung bei faet allen kraftigen Komponenten eine ziem- 
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lich gute ist, alles in allem genommen wohl etwas besser ale 
die seinerzeitige Abachiltzung am korrespondenzmlfligen Be- 
trachtnngen.') So ist z. B. einer der ernsthafiesten Wider- 
spriiche beseitigt, der darin bestand, daB das Korrespondenz- 

ru --F 
b--Q 

--9) 

-\ 

-Q 

-\ 

-% 

prinzip die beiden kriiftigen 1-Komponenten von Hs in den 
Abstiinden A = 4 bzw. 6 gerade im verkehrten Intensitiite- 
verhiiltnis geliefert hatte, nnd zwar sehr extrem, fast 1 : 2, 
wahrend das Expesiment rnnd 5 : 4  verlangt. h d i c h  stand 
es mit der experimentell weitans iiberwiegenden mittleren 

1) H. A. Kramera,  Diiniache Akademie (8) 111, 3. S. 353ff. 1919. 
31* 
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a d  11 -Komponenten 
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(A = 0) 1-Komponente von f l y ,  die das Korrespondenzprinzip 
&Z zu schwach lieferte. - Anch in umeren Schanbildern fehlt 
es freilich nicht ganz an derartigen ,,Reziprozit&ten" zwischen 
dem von der Theorie nnd vom Experiment geforderten Intensi- 
t&tsverh'&ltnis intensiver Komponenten. Am empfindlichsten 
start die theoretisch intensivste 11 -Komponente ( A  = 3) von Ha, 
welche dem Experiment nach an Starke zwischen ihren Nech- 
barn stehen sollte. Auch die zwei starksten 11 -Eomponenten 
von H und zwei I-Komponten von H, (A = 10, 13) liefert die 
Theorie ,,reziprokif, allerdings lie@ in beiden Fallen das Sthrke- 
verhilltnis sowohl experimentell wie theoretisch ziemlich nahe an 1. 

Zu den schwacheren Komponenten iibergehend bemerkt 
man erstens, da6 selbstverstiindlich der Widersprnch, in dem 
einige schwache beobachtete Komponenten von Hb zur AUS- 
wahl-Polarisationsregel stehen, auch nach der neuen Theorie 
erhalten bleibt, da diese j a  die genannte Regel konform mit 
der alteren Theorie liefert. Im iibrigen aber sind theoretisch 
extrem schwache Komponenten meistens nicht oder fragZich 
beobachtet. - Das Starkeverhdtnis schwacher Komponenten 
unter sich oder zu starken trifft die Theorie fast niemals auch 
nur angenilhert richtig, man vergleiche besonders Hy und H8 
Derartig starke Fehler bei der Bestimmung der Schwarzungen 
sind natiirlich ganzlich ausgeschlospen. 

Nach alledem konnte man geneigt sein iiber die These, 
da6 die Integrale (65) bzw. ihre Quadrate ein Ma6 der 
Intensitiit sind, doch noch recht skeptisch zu nrteilen. Ich 
miichte nichts weniger denn diese These als nnumst~6lich 
hinstellen, es sind noch mancherlei Abanderungen denkbar 
nnd konnten wohl bei der Weiterbildung der Theorie aus 
inneren Griinden gefordert werden mlissen. Immerhin sei an 
folgendes erinnert. Unsere ganze Rechnnng ist dnrchgefiihrt 
mit den ungestorten Eigenfunktionen, praziser ausgedriickt mit 
den gestorten Eigenfunktionen nullter Niihernng (vgl. oben 8 2). 
Sie stellt also nur eine Nilherung fir verschwz'ndende Feldstiirke 
dar! Nun ist aber gerade fiir die schwachen oder gar ver- 
schwindenden Komponenten ein ziemlich starkes Anwachsen 
mit zunehmender Feldstkrke theoretisch zu erwarten and zwar 
aus folgendem Grund. Nach der am Eingang dieses Para- 
graphen dargelegten Auffassung der Wellenmechanik stellen 

d 
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die Integrale (65) die Amplituden der elektrischen Partial- 
niomente dar, die von den den Kern im Atombereich um- 
flutenden Elektrizitiitsmengen erzeugt werden. Wenn sich nun 
fiir eine Linienkomponente in nullter Naherung eine sehr ge- 
ringe oder gar eine verschwindende Intensitat ergibt, so hat 
das nicht etwa darin seinen Grund, daS dem Zueammen- 
bestehen der beiden Eigenschwingungen nur eine gering- 
frigige oder gar keine Elektrizitiitsbewegung entspricht ; die 
schwingende Elektrizitiitsmenge - wenn der verschwommene 
Ausdrnck geststtet ist - diirfte gerade tbuf Gtrund der Nw- 
rnierung in allen Komponenten ale die gleiche zu bezeichnen 
sein. Vielmehr ist der Grund fUr die geringe Linienintensitit 
ein hoher Grad von Syrnmetrie der Elektrizitiitsbewegung, wo- 
durch nur ein kleines oder gar kein Dipolmoment (eondern z. B. 
nur ein Quadrupolmoment) zustande kommt. Daher ist zu 
erwarten, daB das Yerschwhden einer Linienkomponente gegen- 
iiber Starungen irgendwelcher Art ein verhilltnismaBig lahiler 
Zuetand ist, da durch die Stornng wahrscheinlich die Sym- 
inetrie aufgehoben werden wird. Und so ist zu erwarten, dafl 
schwache oder verschwindende Komponenten mit wachsender 
Feldstiirlre rsech an Intensitat gewinnen. 

Eben dieses wird nun auch wirklich beobachtet und zwax 
iindern sich schon von einer Feldstiirke von etwa 10000 Gauss 
an die Intensitatsverhilltnisse ganz bedeutend mit der Feld- 
starke; wenn ich recht verstehe, gerade in dem aus dem vor- 
stehenden dlgemeinen Uberlegungen folgenden Sinn.') Sicheren 
AufschluB, ob dies wirklich die Erklilrung der auftretenden 
Diskrepanzen gibt, konnte natwlich nur die Fortf i ihmg der 
Rechnnng in die nachste Naherung geben, die aber sehr miihsam 
und umstilndlich ist. 

Die vorstehenden Betrachtungen sind selbstverstilndlich 
nichts weiter a ls  die ,,Ubersetzung" sehr wohlbekannter Be- 
trachtungen, die B o h r  3 an die korrespondenzmiibige Be- 
rechnung von Linienintensitiiten geknlipft hat, in die Sprache 
der neuen Theorie. 

Die in den Tabellen angegebenen theoretischen IntensitiZten 
erfilllen eine fundamentale Forderung, die nicht nur rein ge- 

1) J. Stark,  Ann. d. Phye. 43. B. 1001f. 1914. 
2) N. Bohr,.Diinieche Akademie (8) IV. 1. 1. S. 35. 1918. 

- 
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fihlsma8ig sondern auch vom Experiment aus3  zu stellen ist: 
die Summe der Intensitiiten fIlr die 11-Komponenten ist gleich 
derjenigen fiir die 1 -Komponenten. (Vor dem Zusammen- 
ziihlen miissen unverschobene Komponenten halbiert werden - 
ale Ersatz fiir die Perdoppelung aller ubrigen, die j a  beider- 
aeits auftreten). Das bildet eine sehr willkommene Kontrolle 
der Ziffernrechnung. 

Es ist noch von Interease, die Gesamtintensitaten der vier 
Linien auf Grnnd der in den Tabellen angegebenen vier 
,,Summen" zu vergleichen. Ich entnehme dazu am meiner 
Ziffernrechnung die vier Faktoren, die fortgekiirzt wurden, um 
die Intensitatsverhtlltnisse innerhalb jeder der vier Linien- 
gruppen durch miiglichst kleine ganze Zahlen darzustellen, und 
multipliziere damit. Ferner multipliziere ich noch jedes dieser 
vier F'rodukte mit der vierten Potenz der zugehorigen Emissions- 
freqnenz. So erhalte ich folgende vier Zahlen: 

f ir  Ha . . . = 0,003433.. . 2'-23*41 
3' -bo  
- 

- 0,001573 . . . fiir as . . . ~ - 4-11-19 
3'3 

fiir iYy . . . = 0,0008312.. . 28~36 .11 ' .71  
5.1'3 

. 

fur Ila . . . 11'13 = 0,0004849 . . . . 
Ich gebe dieae Zahlen aber mit nooh viel groperet Reserve 

an ale die frilheren, weil mir die eben erwahnte vierte Potenz 
der Linienfrequenz theoretisch nicht gesichert scheint. Uber- 
legungen, die ich neulich mitgeteilt habe 3, wiirden vielleicht 
eher fir die sechste sprechen. Die obige Berechnungsweise 

- 
1) J. S t a r k ,  Ann. d. Phye. 43. S. 1004. 1914. 
2) Ann. d. Phye. 79. S. 755, Gleichung (38). - Die &te Potenz 

triigt dem Umstand Rechnung, daS es f i r  die Strahlong auf dae Quadrat 
der Besehhnigung, nicht dee elektrischen Momentea selbet ankommt. 
In der ebenzitierten Gleichung (38) kommt noch ein weiterer Faktor 
(Ek - EJla explizite vor. Herbeigefihrt ist dies durch das Auftreten 
von a / a t  in dem dortigen Ansatz (36). Zwatx bei der Kowektur: 
Unterdessen habe ich diesee a/a t, durch dae ich die spiitere relativietische 
Verallgemeinerung zu erleichtern hoffte, als fehlerhaft erkannt. Ansatz (36) 
a. a 0. ist durch y Die obigen Zweifel an der vierten 
Potenz fallen daher weg. 

m ereetzen. 
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entspricht genau den Annahmen von Born, Jo rdan  und 
Heisenberg.') Fig. 0 gibt ein Schaubild. 

Zum Vergleich mit der Erfahruag kiinnen in diesem Falle 
hrrtiirlich nicht wirklich gemessene Intensititen von Emissions- 
linien herangezogen werden, die bekanntlich sehr stark von 
den Anregnngsbedingnngen abhilngen. R. L a d e n b u r g  und 
F. R e i c h e q  berechnen an8 Ladenbnrgschen Vereucheng 
iiber die Dispersion und Magnetorotation in der -lJmgebung 

Gescrmtiiteneitilten 
Fig. 9 

von Ha und Hp fur das Verhilltnis der sogenannten ,,Elektronen- 
zahlen" dieser beiden Linien den Wert 4,5 (au6erete Glrenzen 3 
nnd 6). Wenn ich annehme, dal3 die obigen Zahlen pro- 
portional zu setzen sind mit L a d e n b u r g s 3  

60 sind sie a d  (relative) ,,Elektronenzahlen" zu reduzieren 
durch Division mit yo3, d. h. mit bzw. 

P/J3, (3/J9 ('1/100)3, ('/J3- 
- 

1) Vgl. M. Born und P. Jordan,  Ztschr. f. Phys. 34. S. 887. 1925. 
2) R. Ladenburg und F. R e i c h e ,  Die Natnrwieeenechaften 1923. 

3) B. Ladenburg,  Ann. d. Phye. (4) 58. S. 249. 1912. 
4) VgL Ladenbnrg-Reiche  a. a O., emte Formel in der zweiten 

Spalte S. 584. Der Faktor v, im obigm Auedrnck riihrt daher, dd3 die 
,,Obergangewahnrcheinlichkeit" aki noch mit dem ,,Energiequant" zn 
multiplizieren iet, nm die Strahlungeinteneitkt zu erhalten. 

s. 584. 
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Dadurch erhdt  man die vier Zahlen 
1,281, 0,2386, 0,08975, 0,04418 

Das Verhdtnis der ersten zur zweiten ist 5,37 in hinreichender 
Ubereinstimmung mit L a d e n  bu rgs  Schiltznng. 

Q 5. Behandlung dee Starkeffekts naoh der Methode, 
die der Bohreohen entepricht 

Hauptsilchlich um ein Beispiel zur allgemeinen Storungs- 
theorie von 8 2 zu geben, mochte ich die Behandlung des 
Eigenwertproblems der Gleichung (32) skizzieren, die man 
wilhlen miiBte, wenn man nicht bemerkt, da6 in parabolischen 
Koordinaten auch die gestorte Gleichung exakt ,,separierbar" 
ist. Wir bleiben also jetzt bei Polarkoordinaten r, 8, sp, er- 
setzen demgemaB z durch r cos 8, ftihren aber fiir r durch die 

(welche der Transformation (46) far die parabolische Ko- 
ordinate sehr analog ist) die neue Variable q ein. F a r  einen 
der ungestorten Eigenwerte (45) ergibt (66) 

wo a. dieselbe Konstante wie in "(63) (,,Radius der innersten 
Wasserstoff bahn"). Fiihrt man dies und den ungestorten Egen- 
wert (45) in die zu behandelnde Gleichung (32) ein, so er- 
hillt man 

(67) 

mit der Abkiirzung 
aoa F l3 g = -  (68) 4e 

Der Apostroph am Laplaceschen Operator sol1 einfach nur 
andeuten, da6 darin fur den Radiusvektor der Buchstabe q zu 
schreiben ist. 

In der Gleichung (67) fassen wir 1 als Eigenwert, das Glied 
mit g als das Stornngsglied auf. DaB das Stijrungsglied den 
Eigenwert enthalt, braucht uns in der ersten Nilherung nicht 
zu. kiimmern. Bei Vernachliissigung des Storungsgliedes hat 
die Gleichung zn Eigenwerten die natiirlichen Zahlen 
(69) I =  1,  2, 3, 4 . . . 
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und Reme anderm (Das Streckenspektrum ist wieder durch 
den Kunstgriff (66) beseitigt, was fur hahere Naherungen wert- 
voll ware.) Die zugehbrigen (noch nicht normierten) figen- 
funkiionen sind: 

(70) ~ l n m = p , m ( C o s ~ ~ c p s ( m c p j g 7 7 n e  Bin 3 L,,,, (q). 

Hier bedeutet P," die m-te ,,zugeordnete" Kugelfunktion n-ter 
Ordnung, I("+:' ist die 2 n  + 1-te Derivierte des n + 1-ten 
Laguerreschen Polynoms.1) Es mu0 

n < I ,  
sonst verschwindet L:::' , weil die Anzahl der Differentia- 
tionen hiiher wird als der Grad. Mit Rucksicbt daranf ergibt 
die Abzahlung der Kugelflachenfunktionen, da0 I ein I a-facher 
Eigenwert der ungestorten Gleichnng. Wir stndieren jetzt die 
,hfspaltung eines bestimmten, im folgenden atets festgehaltenen I 
Ilei Hinzufugnng des Storungsgliedes. 

Dam haben wir nach 0 2 erstens unsere Eigenfunktionen (70) 
xu normieren. Durch eine unin tereasante Rechnung, welche 
:m der Hand der Formeln des Anhangs leicht auszufihren ist a), 
t rhiilt man a13 Normierungsfaktor 

7 
a n + i  - -  

wenn m + 0 ,  fur rn = 0 dagegen einen f2 ma1 kleineren 
Wert. - Zweitens haben wir die symmetrische Konstanten- 
matrix der eim nach (22) zu berechnen. Das dortige r iet mit 
unserer Stiirungsfunktion - g q3 cos 9. sin 8 zu identifizierena), 
die Eigenfunktionen, dort uki, mit nnseren Funktionen ("OX 
und zwar entspricht dem dortigen festen Index R ,  der den 
Eigenwert charakterisiert, der erste Index I von vlnn, wahrend 
dem dortigen zweiten Index i yon uki jetzt das Indexpaar a, m 
in I&,,~ entspricht. Die Komtantenmatrk (22) bildet in unserem 

1) Die Eigenfunktionen (70) hatte ich neulich (Ann. d. Phye. 79. 
S. 361. 1926) angegeben, ohne ihren Zuiammenbang mit den Laguerre-  
achen Polpornen zu bemerken. Fur den Beweis obiger Darstellung vgl. 
den Mathematiechen Anhang Ziff. 1. 

2) Ee iat xu beachten, da6 die Diehlefunktion, allgemein p@), 
in der Qleichung (67) 71 sin lautet, weil die Gleichung mit 71'sin 4 
multipliziert werden muS, um selbstadjungierte Gestalt zu erhalten. 
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Fall ein Quadrat von la Zeilen nnd la Kolonnen. Die Quadra- 
tnren sind nach den Formeln des Mathematischen Anhangs 
leicht auszufiihren und liefern folgendes Resultat. Von Null 
verschieden sind nur diejenigen Elemente der Matrix, f b  welche 
die zwei Eigenfunktionen ylna und ylnlml die kombiniert werden, 
gleichzeitig folgenden Bedingnngen geniigen : 

1. Die oberen bd i res  der ,,zugeordneten Kugelfunktionen" 
miissen libereinstimmen: m - m'. 

2. Die Ordnunyen der beiden Kugelfunktionen miissen sich 
genau urn eine Einheit unterscheiden: 

3. Zn jedem Indextripel l n m  gehiiren, wenn m + 0 ist, 
nach (70) noch zwei Kugelfnnktionen, daher auch zwei Eigen- 
funktionen qlnm, die sich nur dadurch nnterscheiden, daf3 die 
eine den Faktor cosmsp, die andere den Faktor s i n m y  ent- 
halt. Die dritte Bedingung lautet nun: es darf nnr sin rnit 
sin, oder COB mit cos kombiniert werden, nicht kreuzweise. 

Die iibrigbleibenden , nichtverschwindenden Elemente der 
gesuchten Matrix wiirden von Haus ans durch zwei Indexpaare 
(n, m) und (n + 1, m) zu charakterisieren sein. (Auf die Er- 
sichtlichmachung des festen Index 1 verzichten wir.) Da die 
Matrix symmetrisch ist, genligt aber ein Indexpaar (n, m), wenn 
wir festeetzen, daf3 der erste Index, d. i. der Index n, allemal 
die grcpere der beiden Ordnungen n, n' bedeuten 8011. 

I n - n' I = 1. 

Alsdann ergibt die Ausrechnung: 

Bus diesen Elementen haben wir nun die Determinante (22) 
zu bilden. Es  ist vorteilhaft, sowohl ihre Zeilen ah auch ihre 
Kolonnen nach folgendem Prinzip zu ordnen. (Um die Ideen 
zu fixieren: sprechen wir von den Kolonnen, mithin von dem 
die erste der zwei Kugelfunktionen charakterisierenden Index- 
paar!) Also: zuerst kommen alle Glieder mit m = 0, dann 
alle Glieder mit m = 1, dann alle Glieder mit m = 2, usw. 
zuletzt alle Glieder mit m = 1 - 1, welches ja  fiir m (ebenso 
wie ftir n) der grbSte Wert ist, den es annehmen kann. Inner- 
halb ieder Gruppe ordnen wir so: znerst alle Glieder rnit 
COB m cp, dann alle Glieder mit sin m sp. Innerhalb dieser ,,Halb- 
gruppen" ordnen wir nach wachsendem n, welches dabei die 
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Wertereihe: m ,  m + 1,  m + 2 . . . I - 1 dnrchlauft, dae sind 
(I - m) Werte. 

Fiihrt man daa so durch, so findet man, da6 die nicht- 
verschwindenden Elemente (72) ausschlieBlich anf den zwei 
Nebendiagonalen angeordnet sind, welche die Hauptdiagonale 
unmittelbar flankieren. Uberall sonat stehen Nullen und auf 
der Hauptdiagonale nur die zu berechnenden Eigenwert- 
storungen, negativ genommen. Es werden ferner anch die zwei 
genannten Nebendiagonalen an den Stellen, wo sie die Grmzer 
zwischen den oben genannten ,,Halbgruppen" dnrchsetzen, in 
gefrilliger Weise dnrch Nullen unterbrochen. Dadurch xerfillt 
die ganze Determinante in ein Produkt von ebenso vie1 kleineren 
Determinanten, ale ,,Halbgruppen" vorhanden sind. das sind 
21 - 1 Stlick. Es gentigt, uns mit einer von ihnen zn befassen. 
Wir schreiben sie hiemit an, wobei wir die gesuchte Eigen- 
wertstiirung einfach mit E (ohne Index) bezeichnen: 

Dividiert man hier jedes Glied durch den gemeinsamen 
Faktor 619  der E,,, vgl. (72), und sieht fiir den Augenblick 

als Unbekannte an, so hat obige Gleichung ( I  - mtten Qrades 
die Wurzeln 

welche Reihe mit & 1 oder mit 0 (einschlieSlich) abbricht, je 
nachdem der Grad I - m gerade oder unyerade ist. Den Beweis 
dafiir findet man - leider nicht im mathematischen Anhang, 
da er mir nicht gelungen ist. 

Bilden wir  die Reihe (75) flir jeden der Werte m = 0, 
1, 2 . . . ( I  - l), so haben wir in den Zahlen 
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die Gesamtheit der aufiretenden Sliirungcn der Hauptquanten- 
zahI 1 vor uns. Um die gestiirten Eigenwerte E (Termniveaus) 
der vorgelegten Gleichung (32) zu finden, haben nur noch (76), 
unter Rucksicht auf die Bedeutung der Abkiirzungen g nach 
(68) nnd a ,  nach (63), einzutragen in 

an9me4 E =  - (7 7) h = ( l  + & J 2  

Man findet nach Reduktion 
2n9me4 3 B P F ~ ~ *  B a  ___._-_--  --. 

(7 8) h P  I' 5 n a m e  

Der Vergleich mit (62) zeigt, daB k* die Differenz der parabo- 
lischen Quantenzahlen R, - k, i s t  Nach (75) und mit Ruck- 
eicht auf den eben vorhin erwiihnten Wertebereich von m ist 
R* auch wirklich eben derselben Werte fahig wie die eben- 
genannte Differenz, namlich der Werte 0, 1, 2 . . . ( I  - 1). Auch 
fir die Pielfachheit, in der k* und die Differenz k, - 4 auf- 
tritt, findet man, wenn man bich die Miihe nehmen will, sie 
zu uberlegen, selbstverstiindlich denselben Wert, namlich 1- Ik* 1. 

Wir haben damit die Eigenwertstorungen erster Ordnung 
auch aus der allgemeineren Theorie errechnet. Der nilchste 
Schritt ware nun die Auflosung des linearen Gleichungs- 
systems (21') der allgemeinen Theorie nach den x-QrijSen. 
Diese wiirden dann nach (18) (vorlilufig mit A = 0) die gestorten 
Eigenfunktionen nullter Ordnung liefern, das heiBt aber na- 
tiirlich gar nichta anderes denn eine Darstellung der Eigen- 
funktionen (64) ale lineare Formen der Eigenfunktionen (70). 
Die Auflosung von (21') wihde in unserem Falle natiirlich 
nichts weniger ale eindeutig sein, wegen der erheblichen Viel- 
fachheit der Wurzeln a. Die Auflosung vereinfacht sich er- 
heblich dnrch die Bemerkung, da6 die Gleichungen in ebenso 
viele, namlich in 21 - 1, Qruppen, oder, um den oben gewahlten 
Ausdruck beizubehalten , Halbgtuppen mit vbllig getrennten 
Variablen zerfallen, als die oben untersuchte Determinante 
Faktoren von der Art (73) besitzt; und durch die weitere Be- 
merkung, daB es gestattet ist, nach Wahl eines bestimmten 
e-Wertes bloS die Variablen x einer einzigen Halbgruppe d s  
von Null verschieden anzusehen, und zwar einer solchen, deren 
Determinante (73) fur den gewahlten a-Wert verschwindet. Die 
Bestimmung dieser Halbgruppe von Variablen wird dann eindeutig. 
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Aber dem Zweck, die allgemeine Methode von 8 2 durch 
ein Beispiel zu erlliutern, ist jetzt wohl genilge geschehen. Da 
die Fortsetzung der Rechnung kein besonderes physikalisches 
Interesse bietet, babe ich mich nicht weiter bemiiht, die De- 
terminantenquotienten, als welche die Koeffizienten x sich un- 
mittelbar darbieten, in eine iibersichtlichere Gestalt zu bringen 
oder die Hauptachsentransformation auf andere Weise zu be- 
werkstelligen. 

Im ganzen wird man sagen mhssen, da0 im vorliegenden 
Fall die Yethode der sakularen Sttirungen (8 5) erheblich um- 
standlicher ist ale die direkte Verwendung eines Separations- 
systems (§ 3). Ich glaube, da0 dies auch fiir  andere FUe 
Geltung hsben dilrfte. In  der gewohnlichen Mechanik iat es 
bekanntlich im allgemeinen umgekehrt. 

IIL Matbematiaaher Anhang 

Vorbemerkung: Es ist nicht beabsichtigt, hier alle Rech- 
nungen, die im Text unterdriickt wurden, litckenlos im Detail 
nachzutragen. Anch ohne das ist die vorliegende Note leider 
schon allzusehr angeschwollen. Es sollen hauptsachlich nur 
die Rechenmethoden kurz beschrieben worden, die ein anderer 
zu iihnlicher Arbeit mit Vorteil gebrauchen kaun, falls ihm 
nicht - was sebr wohl mtiglich ist - bessere in den Sinn 
kommen. 

1. Die verallgemeinerten Legaerreechen Polynome und 
Orthogonalfunktionen 

Das R-te Laguerresche Polynom Lk(z) geniigt der D8e-  
rentialgleichnng l) 

Ersetzen wir hier zuemt k durch n + R und differentieren wir 
dsnn n-mal, so finden wir, da0 die n-te Derivierte des n + R-ten 
Laguerreschen Polynoms, die wir stets mit L: + Ir bezeichnen, 
der Glleichang geniigt 

(102) zy" + (n + 1 - z)y' + k y = 0. 

(101) ZY" + (1 - Z)Y' + k y  = 0. 

1) Coursnt-Hilbert, Kap. II. 8 11, 5. S. 78. Glleichung (72). 
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Z 

Ferner findet man durch leichte Transformation ftir e- 

die Gleichung giiltig 
L: + k(z) 

n +  1 

was im 8 3, nach Qleichung (413 Verwendung fand. Die zu- 
gehorigen verallgemeinerten L a g  u e r r  e schen Orthogonalfunk- 
tionen sind 

(104) z2  e 2 L:+k(z) .  

Ihrc Gleichung iet (beililufig bemerkt) folgende 

n z  - -- 

Wir wenden uns der Gleichung (103) zu. Betrachten wir darin 
n als festgegebene (reelle) ganze Zahl, R als Eigenwertpara- 
meter, so hat nach dem Gesagten die Gleichung im Grund- 
gebiet x > 0 jedenfalls die Eigenfunktionen 

2 -- 
(106) e q+JJ4 
zu den Eigenwerten 
(107) R = O ,  1, 2,3 ,... 
Im Text ist behauptet worden, da6 sie keine weiteren, vor 
allem, daS sie kein Streckenspektrum beeitzt. Das echeint 
paradox, denn die Qleichung 

in welche (103) durch die Substitution 

Ubergeht, besitzt ein Streckenspektrum, wenn man darin 

ale  Eigenwertparameter auffaBt ; namlich alle positiven Werte 
von E sind Eigenwerte (vgl. ,,Erete Mitteilung", Analyse der 
dortigen Gleichung (7)). 

Dab nun aber diesen positiven E-Werten Reine Eigen- 
werte R von (103) entsprechen kannen, folgt aus dem Urnstand, 
da6 die betreffenden R-Werte j a  nach (110) komplex ausfallen 
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warden, wa8 nach allgemeinen Sgtzen') unmbglich ist. Jeder 
re.& Eigenwert von (109) gibt nach (110) zu einem negatiuen 
Eigenwert yon (108) Anla6. Ferner wei6 man (vgl. ,,Erste 
Mitteilnng"), da6 (1 08) keine anderen negativen Eigenwerte 
besitzt, als genau diejenigen, die nach (110) aus der Zahlen- 
menge (107) entapringen. Es bliebe also nur noch die eine 
Mliglichkeit, da6 in der Reihe (107) gewieee negative R-Werte 
fehlen, die beim Auflbsen von (110) nach R wegen der Doppel- 
deutigkeit beim Wurzelausdehen auftreten. Aber auch das 
i a t  unmiiglicb, denn die betreffenden A-Werte fallen algebraisch 
kleiner aus als - - + nnd kbnnen daher nach allgemeinen 
Siitzena) nicht Eigenwerte von Gleichung (103) sein. Die Eigen- 
wertreihe (107) ist also vollatllndig, w. z. b. w. 

Daa Vorstehende dient auch zum Nachtrag des Beweiaes, 
daS die Funktionen (70) die Eigenfunktionen von (67) (mit 
Unterdriickung des Stijrungsgliedes) zu den Eigenwerten (69) 
sind. Man hat nur die Lbsnngen von (67) ah Produkt einer 
Funktion von 8, nnd einer Funktion von q anzusetzen. 
Die Qleichung in q kann leicht auf die Form (106) gebracht 
werden, dm einzig besondere ist, d& unaer hiesiges n dort 
ateta eine ungerade Zahl, ngmlich das dortige 2n + 1 iet. 

2 

2. Beutfmmte Integral0 iiber Produkte zweier Laguerreeoher 
Orthogonalfunktionen 

Die Laguerreschen Polynome kiinnen in folgender Weise 
a19 Koeffizienten der Reihenentwicklung einer sogenannten 
,,eneugenden Funktion" der Hilfevariablen t zusammengefa6t 
werden *): 

z t  
m -- 

k = O  

Ersetzen wir hier zueret k durch n + R und differentieren so- 
dann n-ma1 nach z, so erhalten wir die erzeugende Funktion 
unserer verallgemeinerten Polynome 

1) Courant-Hilbert ,  Kap. 111. 8 4, 2. S. 115. 
2) Courant-Hilbert ,  Kap. V. Q 5, 1. 8. 240. 
8) Courant-Hilbert ,  Kap. IT. 3 11,5. s.78. G)leichuug(68). 

Annden der Phjsl l  IV. Folge. 80. 32 
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Um nun mit ihrer Hilfe solche Integrale auszuwerten, wie sie 
im Text zum erstenmal in dem Ausdruck (52) auftreten, oder 
allgemeinere, wie sie im 0 4 bei der Auswertung von (65) und 
ebenso wieder im 8 5 benotigt werden, verfahren wir  folgender- 
ma6en. Wir schreiben (112) ein zweites Ma1 an, wobei wir  
aber sowohl den festen Index n als auch den laufenden Index k 
mit einem Strich versehen und die Unbestimmte t durch s 
ersetzen. Diem zwei Gleichungen multiplizieren wir ineinander, 
die linke mit der linken, die rechte mit der rechten Seite. 
Alsdann multiplizieren wir noch mit 

(113) 2' e-* 

und integrieren nach x von 0 bis 00. p sol1 - fk unsere 
Zwecke geniigt das - eine positive gauze Zahl sein. Die 
Integration ist rechter Hand elementar ausfiihrbar nnd man 
erhillt: 

Da hat man nun links die gesnchten Integrale aufgereiht wie 
an einer Perlenschnnr und hat bloS das jeweils beniitigte ab- 
zulosen, indem man rechts den Koeffizienten von tksk' aufsucht. 
Dieser Koeffizient ist stets eine einfache Summe und zwar in 
den Fiillen, die im Text vorkommen, stets eine endliche Summe 
mit nur ganz wenigen Gliedern (bis zu drei). Allgemein er- 
gibt sich 
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Die Summe bricht nach der nichtgroBeren der beiden Zahlen 
R, k' ab, sie beginnt in Wirklichkeit oft erst bei einem posi- 
tiven T, da  Binomialkoeffizienten, deren nntere Zahl die obere 
iibersteigt, verschwinden. Beispielsweise ist fiir das Nenner- 
integral von (52) zu setzen: p = n' = n und k' = R. Dann darf 
z nur den einen Wert k annehmen und man bestiltigt die An- 
gabe (65) des Textes. Fur das Ziihlerinkgrlil in (52) hat bloJ3 p 
einen anderen Wert, namlich p =, n + 2. 7 hat jetzt die 
Werte k - 2, K - 1 und R anzunehmen und man erhslt nach 
sehr leichter Reduktion die Formel (54) des Textes. - I n  ganz 
deroelben Weise werden auch. die im 0 6 auftretenden Inte- 
grale mit Lagnerreschen Funktionen ausgewertet. 

Integrale vom Typus (115) k6nnen wir also jetzt als be- 
kannt ansehen und haben uns nur noch mit dem in 6 4 bei 
der Berechnung der Intensitaten auftretenden Fall zu be- 
schaftigen (vgl. den Ausdruck (66) und die darin einzutragenden 
Funktionen (64)), da6 die beiden Laguerreschen Orthogonal- 
funktionen, iiber deren Produkt zu integrieren ist nicht dasselbe 
Argument haben, sondern wie dort z. B. die Argumente hl luo 
und Ll/ra0, wo I nnd 1' die Hauptquantenzahlen der beiden 
Niveaus sind, die wir kombiniert haben. Als allgemeinen 
Typus betraohten wir das Integral 

Da kann man nun auSerlich auf verschiedene Art vorgehen. 
Emtens l&St sich das frlihere Verfahren glatt iibertrmgen, nur 
tritt auf der rechten Seite von (114) dann ein etwas kompli- 
zierterer Ausdruck auf, namlich im Nenner die Potenz eines 
Quadrinoms statt, wie dort, eines Binoms. Und das macht 
die Sache etwas uniibersichtlich, denn auf der rechten Seite 
von (114) erscheint dann statt der dreifachen eine fiinffache 
und auf der rechten Seite von (115) daher immer noch eine 
dreifache Summe statt einer einfachen. Etwas iibersichtlicher 
fand ich folgende Substitution 
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und sodann Entwicklung der beiden Polynome in ihre Taylor- 
reihen, die ja endlich sind und zu Koeffizienten Polynome 
ihresgleichen haben. Man erhhlt so mit den Abkiirzungen 

2 a - B  G==- 7‘- 
a + @  a + B  

(119) 
folgendes 

I r k ‘  

Damit ist die Berechnnng von J auf den einfacheren Integral- 
t-ypus (115) zuriickgeftihrt. Die Doppelsumme in (120) ist im 
Falle der Balmerlinien verhaltnismilllig gutartig, da hier einer 
der beiden R-Werte, n h l i c h  der auf das zweiqnantige Nivean 
beztigliche, den Wert 1 nicht aberschreitet, mithin I hiichstens 
zwei Werte durchlhft und, wie sich weiter herausstellt, 
p hachstens vier Werte. Der Umstand, da8 unter den auf 
dae zweiqnantige Niveau bezogenen Polynomen in (120) keine 
anderen ale 

2, = 1, z1 = - x +  1, zll = - 1 
vorkommen, gestattet weitere Vereinfachungen. Immerhin muf3 
man sich dnrch eine Anzahl Tabellen durchrechnen nnd es 
ist recht bedauerlich, da6 die in den Tabellen des Textes an- 
gegebenen Intensitiitszahlen sich vorlaufig nicht ihrem all- 
gemeinen Bau nach durchschanen lassen. Zum guten Glilck 
bestehen die Summenrelationen zwischen den 11 - und den I- 
Komponenten, so d& man 8ich wenigstens vor Rechenfehlern 
mit einiger Wuhtacheinlichkeit sicher fuhlen darf. 

3. Integral0 mit Kugebktionen 
Znr Durchfiihrung der Rechnungen im 8 5 sind drei ein- 

fache Integralbeziehungen zwischen zugeordneten Kugelfnnk- 
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tionen natig, die ich zur Bequemlichkeit anderer hierher setze, 
da ich sie an den Stellen, wo ich nachgesehen habe, nicht 
finden konnte. Wir definieren wie tiblich 

rlm P" (coa 4) Pnm (COB 19) = sinma 
(d COB 

Dann gilt 

(122) ~[P,,m(cost'3)]2sin9.d6 =. - 2 - (n+m)! 
L n + l  (n-m)! 

0 
(Normiernngsrelation). 

Ferner 

I -  ftir I n - n ' I * l .  
Hingegen 

Jc 

Die letzten beiden Relationen sind bestimmend far die 
,,Quswahl" der Determinantenglieder auf S. 480 des Textes. 
Sie sind tibrigens auch sonst von fundamentaler Bedeutung 
fiir die Theorie der Spektren, denn es liegt auf der Hand, 
da0 das Auswahlprinzip der azimutalen Quantenzahl auf ihnen 
(und zwei weiteren mit sin2 6 statt cos 9. sin 9.) beruht. 

Zusatz bei der KmeRtur: 

Hr. W. P a u l i  jr. kilt mir mit, da6 er mittels einer 
Modifikation der in Ziffer 2 des Anhangs angegebenen Be- 
rechnungsweise zu folgenden geschlossenen Formeln ftir die 
Gesamtintensithten der Linien der Lymanserie und der Balmer- 
serie gelangt ist. Ftir die Lymanserie 
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Fur die Balmerserie 

E. Schrodinger. Quantiderung a18 Xigenwertproblem 

Diesen Ausdriicken sind die Gesamtintensitilten bei Emission 
Amplitudenquadrat ma1 vierter Potenz der Schwingnngszahl) 
innerhalb der betreffeuden Serie proportional. Fur die Balmer- 
eerie sind die aus der Formel folgenden Zahlen in vollkommener 
Ubereinstimmuog mit den auf S. 476 angegebenen. 

ZUri ch ,  Physikalisches Institut der Universitiit. 

(Eingegangen 10. Mai 1926) 




