
 

 Γ-1 

ΕΝΟΤΗΤΑ  Γ 
 
 

ΘΕΩΡΙΑ  ∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑΣ 
 

Καθηγητή Κων/νου Ευσταθίου, 
Εργαστήριο Αναλυτικής Χηµείας 

Πανεπιστηµίου Αθηνών 
 

 
 
 

 
 
  
1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ  
Η δειγµατοληψία (sampling) συχνά αναφέρεται ως η βάση της χηµικής ανάλυσης. Σκοπός 
της δειγµατοληψίας είναι η παρασκευή µικρής ποσότητας ουσίας, αντιπροσωπευτικής ως προς 
τη σύνθεση και τις λοιπές φυσικές και χηµικές ιδιότητες µιας κατά πολύ µεγαλύτερης ποσό-
τητας, η οποία ευρίσκεται ή πρόκειται να τεθεί υπό χηµικό έλεγχο. Μια ποσότητα που πρό-
κειται να υποστεί τις όποιες χηµικές και φυσικοχηµικές διαδικασίες, η οποία σπάνια ξεπερ-
νάει το 1 g, µπορεί να αντιπροσωπεύει τεράστιες ποσότητες της υπό έλεγχο ύλης, όπως ένα 
φορτίο ορυκτού σε πλοίο (10.000 - 100.000 τόνοι ή 1010 - 1011 g) ή  ύδατα ενός ποταµού µε 
ροή 1013 -1015 g/ηµέρα.  
Mερικά υλικά δειγµατοληπτούνται εύκολα. 1 mL φλεβικού αίµατος αντιπροσωπεύει ικανοποι-
ητικά το φλεβικό αίµα του ασθενούς κατά τη στιγµή της δειγµατοληψίας. Αντίθετα, η δειγµα-
τοληψία ορυκτού για τον προσδιορισµό χρυσού, η δειγµατοληψία ιζήµατος ποταµού για 
προσδιορισµό οργανοϋδραργυρικών ενώσεων, η δειγµατοληψία φυστικιών από µια αποθήκη 
για τον προσδιορισµό αφλατοξίνης δεν είναι εξίσου εύκολες. Μόλις ληφθεί η κύρια µάζα του 
δείγµατος απαιτούνται αρκετά επιπλέον και συχνά κυκλικώς επαναλαµβανόµενα στάδια, 
όπως: 
 
• Θραύση 
• Υποδιαίρεση 
• Κονιοποίηση 
 
ώστε η αρχικά διατιθέµενη ποσότητα δείγµατος να φθάσει στην απαραίτητη για την ανάλυση 
ποσότητα, χωρίς να χάνει την αντιπροσωπευτικότητά της. Κάθε ένα από τα προηγούµενα 
στάδια µπορεί να προκαλέσει διαχωρισµούς (segregations) ή/και απώλειες της προσδιοριζό-
µενης ουσίας, που θα οδηγήσουν σε συστηµατικά αναλυτικά λάθη.   
Είναι αυτονόητο ότι οι συνέπειες µιας κακής δειγµατοληψίας δεν αίρονται µε µια προσεκτική 
και εξαιρετικής ακρίβειας χηµική ανάλυση και φυσικά µπορεί να είναι καταστροφικές  για 
την υγεία, το περιβάλλον και την οικονοµία.  
Το κλάσµα  (µάζα δείγµατος) / (µάζα ελεγχόµενης ύλης) µπορεί να κυµαίνεται σε ευρύτατα 
όρια. Οι ιδιότητες που πρέπει να πληροί το δείγµα είναι: 
 
• Να αντιπροσωπεύει πιστά τις ιδιότητες της υπό έλεγχο ύλης: σύνθεση, χρώµα, κρυσταλλι-

κότητα, κ.λπ. 
• Να έχει µέγεθος κατάλληλο για χειρισµό από τη συσκευή δειγµατοληψίας. 
• Να έχει µέγεθος κατάλληλο για να το χειρισθεί ο αναλυτής (τυπικά 0,001 - 1 g). 
• Να διατηρεί τις ιδιότητες της υπό έλεγχο ύλης κατά τη δειγµατοληψία ή αυτές να µετα-

βάλλονται κατά τον ίδιο τρόπο που µεταβάλλονται και σε εκείνη. 

 
“Η χρησιµότητα ενός αναλυτικού αποτελέσµατος ποτέ δεν µπορεί να είναι καλύτερη 

από την ποιότητα του χρησιµοποιηθέντος δείγµατος ” 
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• Να είναι κατάλληλο για να δώσει την απαραίτητη πληροφορία, π.χ. τη µέση σύνθεση, ή τη 
σύνθεση ως συνάρτηση του χώρου και του χρόνου. 

• Να διατηρεί την ταυτότητά του καθ΄όλη τη διαδικασία µεταφοράς και ανάλυσης.  
Με τη βοήθεια της στατιστικής είναι δυνατόν από µικρό πληθυσµιακό δείγµα να εξαχθούν 
χρήσιµα συµπεράσµατα για τον κυρίως πληθυσµό, όπως η µέση τιµή, η τυπική απόκλιση 
κ.λπ. Στην περίπτωση αυτή το δείγµα είναι “µαθηµατικό”, δεν έχει µάζα, δεν παρουσιάζει 
τάση αποσύνθεσης, ούτε διαχωριστικές και επιλεκτικές τάσεις και προέρχεται από πληθυ-
σµούς όµορφα “µοντελοποιηµένων”, π.χ. µε µια κανονική κατανοµή. ∆υστυχώς, αυτά δεν 
ισχύουν στην περίπτωση των αναλυτικών δειγµάτων.   
Στην πράξη ο αναλυτής δεν γνωρίζει τον τύπο της κατανοµής των επιµέρους ουσιών σε ένα 
δείγµα. Ενώ στην περίπτωση των πληθυσµιακών δειγµάτων είναι άκρως επιθυµητό το να 
είναι όσο το δυνατόν µεγαλύτερα, στην περίπτωση των αναλυτικών δειγµάτων το µεγάλο 
δείγµα είναι γενικά ανεπιθύµητο, είτε λόγω κόστους του ιδίου είτε λόγω κόστους της χηµικής 
επεξεργασίας.  
 
1.1. Τύποι αντικειµένων και δειγµάτων  
Ως αντικείµενο (object) ορίζεται ως “η οντότητα της οποίας ζητείται η περιγραφή”. Αντικεί-
µενο στην περίπτωση της αναλυτικής δειγµατοληψίας είναι η εξεταζόµενη ύλη στο σύνολό 
της (π.χ. ένα φορτίο ορυκτού ή ένας κόκκος λιπάσµατος ή ένας σάκος λιπάσµατος ή η εβδο-
µαδιαία παραγωγή λιπάσµατος). Αντικείµενο µπορεί να είναι ένας ποταµός σε όλο το µήκος 
του κατά τη διάρκεια ενός χρόνου, ή το νερό του ποταµού από ένα σηµείο και µετά κατά τη 
διάρκεια µιας ηµέρας, ή το νερό του ποταµού σε ένα σηµείο και µια δεδοµένη στιγµή. Κατά 
κανόνα το αντικείµενο περιγράφεται στις τέσσερις διαστάσεις, δηλαδή τρεις του χώρου και 
µία του χρόνου. Καταστατικές ιδιότητες του αντικειµένου, όπως η θερµοκρασία και η πίεση 
δεν είναι δυνατόν να συντηρηθούν και θα πρέπει να µετρούνται επί τόπου.  
Το δείγµα (sample) ορίζεται ως “αντιπροσωπευτικό τµήµα ενός αντικειµένου”. Επειδή αντι-
προσωπευτικότητα µπορεί να απαιτείται για συγκεκριµένα µόνο χαρακτηριστικά ποιότητας, 
ένας περισσότερο λειτουργικός ορισµός του δείγµατος είναι: “το τµήµα του αντικειµένου, που 
επιλέγεται κατά τρόπο που να διαθέτει τις επιθυµητές ιδιότητες του αντικειµένου”.  
Οι τύποι αντικειµένων περιγράφονται στο Σχήµα 1.1 και η ονοµατολογία των δειγµάτων στο 
Σχήµα 1.2.  
 
1.2 Μερικοί ορισµοί  
Στη συνέχεια και σε αλφαβητική σειρά παρουσιάζονται ορισµοί που αφορούν το σχήµα 1-2: 
 
• ∆είγµα (sample): Ένα κλάσµα (portion) πληθυσµού ή παρτίδας. Μπορεί να αποτελείται 

ένα ή περισσότερα διακριτά υλικά.  
• ∆όση (increment): Ποσότητα υλικού που συλλέγεται µε ένα χειρισµό της δειγµατοληπτι-

κής συσκευής, από τµήµατα υλικού που χωρίζονται σε χώρο ή/και χρόνο. Οι δόσεις µπο-
ρούν να εξετασθούν η καθεµία χωριστά ή συνδυασµένες (αναµιγµένες) και να δοκιµα-
σθούν ως “µονάδες”. 
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Οµοιογενή ∆ιακριτές αλλαγές Συνεχείς αλλαγές 
 
• Καλώς αναµεµιγµένα 

υγρά 
• Καλώς αναµεµιγµένα 

αέρια 
• Καθαρά µέταλλα 

 
• Σβώλοι ορυκτών 
• ∆ισκία 
• Κρυσταλλικά πετρώµατα 
• Εναιωρήµατα 
• Κοκκώδη υλικά µε κόκκο 

όχι πολύ µικρότερο από 
το µέγεθος του δείγµατος 

 
• Υγρά ή αέρια µε 

βαθµίδωση (gradient) 
συγκέντρωσης 

• Μίγµατα αντιδρώντων 
συστατικών 

• Κοκκώδη υλικά µε κόκκο 
πολύ µικρότερο από το 
µέγεθος του δείγµατος 

 
 

Σχήµα 1-1.   Τύποι αντικειµένων (δειγµατοληπτούµενων υλικών) 
 
 
• Εργαστηριακό δείγµα (laboratory sample): ∆είγµα που προορίζεται για δοκιµασία ή ανά-

λυση, προερχόµενο από ένα χονδρικό δείγµα. Συχνά απαιτείται διαχωρισµός του σε επιµέ-
ρους δείγµατα ανάλογα µε το µέγεθος των σωµατιδίων κατά την πορεία µείωσης της πο-
σότητάς του.  

• Κλάσµα δοκιµασίας (test portion). Επίσης: δοκίµιο (specimen), µονάδα δοκιµασίας 
(test unit), γνωστό κλάσµα (aliquot).  

• Μαζικό δείγµα (bulk sample): Yλικό µη συνιστάµενο από διακριτές, ταυτοποιήσιµες, 
σταθερές µονάδες, αλλά από αυθαίρετες, ακανόνιστες µονάδες. Π.χ. θραύσµατα ορυκτού, 
ποσότητες πρώτης ύλης ή εκδόχων σκευασµάτων και όχι συσκευασµένα προϊόντα, φαρ-
µακευτικά δισκία.  

• Μείωση (reduction): H διαδικασία µέσω της οποίας παρασκευάζονται ένα ή περισσότερα 
µερικά δείγµατα από ένα δείγµα. 

 
• Μερικό δείγµα (subsample): Ένα κλάσµα δείγµατος. Ένα εργαστηριακό δείγµα µπορεί να 

είναι µερικό δείγµα ενός χονδρικού δείγµατος. Ανάλογα, ένα κλάσµα δοκιµασίας µπορεί 
να είναι µερικό δείγµα ενός εργαστηριακού δείγµατος.  

• Οµοιογένεια (homogeneity): Ο βαθµός στον οποίο µια ιδιότητα ή µια ουσία είναι τυχαία 
κατανεµηµένη στην όλη µάζα του υλικού. Η οµοιογένεια εξαρτάται από το µέγεθος των 
µονάδων ποσότητας δείγµατος. Μείγµα κονιοποιηµένων ορυκτών µπορεί να είναι οµοιο-
γενές σε ποσότητες του 1 g, µερικώς οµοιογενές σε ποσότητες µερικών mg και σαφώς 
ανοµοιογενές σε επίπεδο κόκκου. 

 
Αντικείµενο 

Οµοιογενές  
(Καµία αλλαγή χαρα-
κτηριστικών ποιότητας 
σε όλη την έκταση του 

αντικειµένου) 

 
Ετερογενές 

∆ιακριτές αλλαγές χαρα-
κτηριστικών ποιότητας σε 
όλη την έκταση του αντι-

κειµένου 

Συνεχείς αλλαγές χαρα-
κτηριστικών ποιότητας σε 
όλη την έκταση του αντι-

κειµένου 
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Σχήµα 1-2. Ονοµατολογία δειγµάτων. 
 
 
• Παρτίδα (lot): Ποσότητα µαζικού δείγµατος όµοιας σύνθεσης και ιστορίας του οποίου 

εξετάζονται οι ιδιότητες και η σύνθεση.  
• Πληθυσµός (population): Πρωταρχικός όρος που υποδηλώνει κάθε συλλογή ορισµένου ή 

άπειρου αριθµού ξεχωριστών αντικειµένων ή γεγονότων µε την ευρεία έννοια. Μια συλ-
λογή που καθορίζεται από κάποια ιδιότητα µε βάση την οποία ξεχωρίζουν τα πράγµατα 
που ανήκουν ή όχι σε αυτή.  

• Στρώση ή στρώµα (stratum): Tµήµατα παρτίδας που είναι ενδεχόµενο να διαφέρουν ως 
προς την εξεταζόµενη ιδιότητα.  

• Τµήµα (segment): Ένα ξεχωριστό κλάσµα µιας παρτίδας, πραγµατικό ή υποθετικό.  
• Χονδρικό δείγµα (gross sample): Mία ή περισσότερες δόσεις υλικού που λαµβάνονται 

από µια µεγαλύτερη ποσότητα ή παρτίδα υλικού για ανάλυση ή για λόγους “αρχείου” 
(record) (δείγµα αρχείου). 

 

 
Αντικείµενο  /  Παρτίδα  /  Πληθυσµός 

(object  /  lot  /  population) 

∆όση 
(increment) 

∆όση 
(increment) 

∆είγµα 
(sample) 

∆είγµα 
(sample) 

∆είγµα 
(sample) 

Χονδρικό δείγµα / Μαζικό δείγµα 
(Gross sample / Bulk sample) 

Μερικό δείγµα 
(subsample) 

Αποθηκευµένο 
δείγµα 

Μερικό δείγµα 
(subsample) 
Εργαστηριακό 

δείγµα 

Μερικό δείγµα 
(subsample) 
Εργαστηριακό 

δείγµα 

Μερικό δείγµα 
(subsample) 
Εργαστηριακό 

δείγµα 

Κλάσµα δοκιµασίας 
(test portion) 
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1.2 Ποιότητα δείγµατος  
Η ποιότητα δείγµατος πρέπει να διακριθεί από την ποιότητα του αντικειµένου. Η ποιότητα 
του αντικειµένου εξαρτάται από µια οµάδα ιδιοτήτων που πρέπει να εκτιµηθούν κατά την 
αναλυτική διαδικασία. Η ποιότητα του δείγµατος εξαρτάται από µια οµάδα ιδιοτήτων του 
δείγµατος που το χαρακτηρίζουν ως καλό δείγµα. Το πρωταρχικό ποιοτικό χαρακτηριστικό 
ενός δείγµατος είναι η αντιπροσωπευτικότητα (representativeness). ∆ευτερεύουσας σηµασί-
ας ποιοτικά χαρακτηριστικά είναι το µέγεθος (size), η σταθερότητα (stability) και το κόστος 
(cost). Για αντικείµενα που υφίστανται συνεχείς αλλαγές, πρόσθετες παράµετροι ποιότητας 
είναι η διακριτική ισχύς (discriminating power) και η ταχύτητα (speed).  
Η ιδανική διαδικασία της δειγµατοληψίας πρέπει να είναι τέτοια ώστε η ανάλυση του δείγµα-
τος (µε τον απαιτούµενο βαθµό ακρίβειας) να µην δείχνει καµία διαφορά στην ποιότητα, από 
την πραγµατική ποιότητα του δείγµατος. ∆ύο ή περισσότερα δείγµατα του ίδιου αντικειµένου 
δεν πρέπει να δώσουν διαφορετικά αποτελέσµατα (πέραν των τυχαίων αποκλίσεων που οφεί-
λονται στην αναλυτική τεχνική). Στην πράξη κάτι τέτοιο δεν είναι πάντοτε εφικτό. Μόνο 
όταν η ακρίβεια της αναλυτικής τεχνικής (περιλαµβανόµενων των διαδικασιών δειγµατο-
ληψίας και χηµικής ανάλυσης) υποβαθµισθεί σε βαθµό που θα “έπνιγε” τυχόν ατέλειες της 
δειγµατοληψίας, θα µπορούσε να συµβεί κάτι τέτοιο. ∆ύο περιπτώσεις υπάρχουν: 
 
• Η δειγµατοληψία έχει τάση τυχαίων αποκλίσεων. 
• Η δειγµατοληψία προκαλεί συστηµατικές αποκλίσεις  
 
1.2.1 Συστηµατικές αποκλίσεις κατά τη δειγµατοληψία  
Μερικές αιτίες που µπορούν να οδηγήσουν σε συστηµατικές αποκλίσεις κατά τη δειγµατολη-
ψία είναι οι ακόλουθες:  
1. Ο αριθµός των δόσεων είναι πολύ µικρός έτσι, ώστε το δείγµα παρουσιάζει συστηµατικό 

σφάλµα (bias). Στην πραγµατικότητα τούτο είναι µια τυχαία απόκλιση.  
2. Η διαδικασία της δειγµατοληψίας είναι επιλεκτική ως προς ένα ή περισσότερα ποιοτικά 

χαρακτηριστικά του αντικειµένου. Π.χ. η δειγµατοληψία αέρα ή ύδατος µπορεί να δείξει 
επιλεκτικότητα ως προς αιωρούµενα σωµατίδια, ανάλογα µε την αδράνειά τους. Η δειγ-
µατοληψία κοκκώδους προϊόντος πάνω σε ιµάντα µεταφοράς σε σηµείο στροφής, µπορεί 
να αποκλείσει την παραλαβή λεπτών σωµατιδίων τα οποία διαφεύγουν ως σκόνη. 
Ηλεκτροστατικώς φορτισµένα σωµατίδια έχουν τάση διαχωρισµού ή διαφυγής, όπως 
επίσης και ζώντες οργανισµοί.  

3. Η διαδικασία της δειγµατοληψίας αλλοιώνει το αντικείµενο. Π.χ. θραύση κόκκων κατά τη 
δειγµατοληψία, εξάτµιση ή συσσώρευση, καταλυτική δράση του οργάνου δειγµατοληψίας, 
οξείδωση λόγω εισαγωγής οξυγόνου, αλλαγές λόγω του φόβου που ενδεχοµένως προκαλεί 
το όργανο δειγµατοληψίας σε ζωολογικά δείγµατα, τροποποίηση αντιδράσεων σε ζώντα 
κύτταρα (τυπικό παράδειγµα: η αποβολή καλίου από κύτταρα).  

4. Αλλαγές στο δείγµα µετά την “απόσπασή” του από το αντικείµενο. Π.χ. η οξείδωση, αφυ-
δάτωση, η βιολογική υποβάθµιση, πήξη και συρρίκνωση, αλληλεπιδράσεις δείγµατος και 
περιέκτη (διάβρωση, προσρόφηση, καταλυτική δράση).    

5. Εκούσια αλλοίωση του δείγµατος. Τα αποτελέσµατα της ανάλυσης µπορεί να έχουν σοβα-
ρές οικονοµικές, νοµικές και ψυχολογικές επιπτώσεις και επιπλοκές. Συχνά, κατά τη διαδι-
κασία δειγµατοληψίας, ο ανθρώπινος παράγοντας µπορεί ή και πρέπει να επέµβει. Η δια-
δικασία πραγµατοποιείται συχνά παρουσία του εµπλεκόµενου µέρους (π.χ. του παραγω-
γού του δειγµατοληπτούµενου προϊόντος) και αυτό οδηγεί σε σκόπιµες αλλοιώσεις. ∆ωρο-
δοκία, φόβος κατηγορίας κακής παραγωγής, η επιθυµία του να παρουσιασθεί το προϊόν 
του στην καλύτερη δυνατή µορφή του είναι µερικές από τις πλέον κοινές αιτίες. 
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2. ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ ∆ΕΙΓΜΑΤΟΛΗΨΙΑΣ  
2.1 ∆ιακύµανση υλικού  
Η οµοιογένεια του υλικού, π.χ. του υπό χαρακτηρισµό αντικειµένου, του χονδρικού ή του 
εργαστηριακού δείγµατος, του τελικά χηµικώς επεξεργαζόµενου δείγµατος (test portion), ως 
προς συγκεκριµένη χαρακτηριστική ποιοτική παράµετρό του (π.χ. % περιεκτικότητα σε ένα 
συστατικό Χ εκφράζεται σε στατιστικούς όρους ως διακύµανση του υλικού (material vari-
ance), σm

2. Εάν πραγµατοποιηθεί µεγάλος αριθµός (Ν) δειγµατοληψιών, δεδοµένης ποσό-
τητας δείγµατος σε τυχαίες θέσεις του υλικού, απουσία συστηµατικών σφαλµάτων δειγµατο-
ληψίας και ακολουθήσουν στη συνέχεια Ν προσδιορισµοί του προσδιοριζόµενου συστατικού 
µε µια αναλυτική τεχνική, πλήρως απαλλαγµένης συστηµατικών και τυχαίων σφαλµάτων, τα 
αναλυτικά αποτελέσµατα (x1, x2, …, xN), ορίζουν ένα πληθυσµό µε µια δεδοµένη κατανοµή. 
Είναι προφανές ότι όσο ευρύτερη είναι η κατανοµή αυτή (µεγαλύτερη τιµή σm), τόσο µικρό-
τερη είναι η οµοιoγένεια του αντικειµένου.   
Αναµενόµενη ιδιότητα των κατανοµών αυτών είναι η ακόλουθη :  
Όσο αυξάνει το µέγεθος του χρησιµοποιούµενου προς ανάλυση δείγµατος, τόσο µειώνεται η 
τιµή σm. H µείωση θα είναι ιδιαίτερα έντονη εκεί που προηγουµένως υπήρχε µεγαλύτερη ανο-
µοιογένεια. Επίσης οι κατανοµές πρέπει να τείνουν περισσότερο προς την κανονική (ως 
συνέπεια του θεωρήµατος κεντρικού ορίου, ενότητα Α).  
Ακόµη και µε ένα καλά αναµιγµένο, πρακτικά οµοιογενές υλικό, µπορεί να προκύψουν 
µεγάλα τυχαία σφάλµατα, αν χρησιµοποιηθούν ελάχιστα σωµατίδια ως κλάσµα δοκιµασίας. 
Το πρόβληµα είναι ακόµη πιο έντονο αν το υπό προσδιορισµό συστατικό αποτελεί µικρό 
µόνο κλάσµα των σωµατιδίων. Η τυπική απόκλιση κατά το στάδιο της δειγµατοληψίας µπο-
ρεί να είναι η κύρια πηγή αβεβαιότητας του τελικού αναλυτικού αποτελέσµατος.  
Στο εξής θα ονοµάζουµε δειγµατική τυπική απόκλιση (σs), την τυπική απόκλιση του υλικού 
που ευρίσκεται στη µορφή εκείνη από την οποία θα ληφθεί ποσότητα A για εισαγωγή στο 
χηµικό στάδιο της ανάλυσης (π.χ. ποσότητα που θα ζυγισθεί) και αντιστοιχεί στην ποσότητα 
αυτή (δηλ. η σm για ποσότητα Α)1.  

 
2.2. Εξίσωση Ingamells - Σταθερά δειγµατοληψίας    
O Ιngamells2 έδειξε ότι για ένα ικανοποιητικά οµοιογενοποιηµένο, αλλά όχι ιδανικά οµοιο-
γενές υλικό ισχύει η σχέση:  

sKRW 2 =                                                            (2-1) 
 
όπου W είναι το βάρος του λαµβανόµενου δείγµατος, R η επί τοις εκατό τυπική απόκλιση του 
υλικού (R = 100ss /x) και Κs µια σταθερά. Η σταθερά αυτή ονοµάζεται σταθερά δειγµατο-
ληψίας (sampling constant) και αντιστοιχεί αριθµητικά στο βάρος που πρέπει να ληφθεί, 
ώστε η R να είναι 1% σε επίπεδο εµπιστοσύνης 68% ή (ισοδύναµα) η σχετική τυπική δειγµα-
τική απόκλιση είναι 1%. Η τιµή Κs εξαρτάται από τον τύπο του δειγµατοληπτούµενου υλικού 
και µπορεί να εκτιµηθεί από σειρές µετρήσεων µε διάφορες τιµές W και την εκτίµηση της σa 
κάθε σειράς µετρήσεων.   
Εάν είναι γνωστή η τιµή Κs για δεδοµένο υλικό, µπορεί να υπολογισθεί η ελάχιστη ποσότητα 
W που θα χρειασθεί, ώστε η αντίστοιχη σχετική δειγµατική τυπική απόκλιση να µην υπερβαί-
νει µια επιθυµητή τιµή R%. Τυπικό παράδειγµα εφαρµογής της προηγούµενης εξίσωσης 
δείχνεται στο σχήµα 2.2., όπου φαίνεται η διασπορά µετρήσεων ραδιενέργειας Νa24 το οποίο 

                                            
1 Εννοείται πως µικροδιακυµάνσεις στην ποσότητα του λαµβανόµενου δείγµατος (π.χ. 1,0 - 1,5 g) δεν 
αλλοιώνουν σηµαντικά τη δειγµατική τυπική απόκλιση.   
2 C.O. Ingamells, P. Switzer, Talanta, 20, 547 (1973);  C.O. Ingamells, Talanta, 21, 141 (1974);  23, 
263 (1976). 
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είχε προστεθεί ως ιχνηθέτης οµοιογένειας σε οµοιογενοποιηµένο ήπαρ, στα πλαίσια µιας 
µελέτης σταθερότητας και οµοιογένειας πρότυπων δειγµάτων βιολογικών υλικών στο NBS 3.  

  
Σχήµα 2-1.   ∆ιαγράµµατα κατανοµής των τιµών της µετρούµενης (χωρίς σφάλµα) ιδιότητας Χ (π.χ. % 

περιεκτικότητα σε ένα συστατικό) σε αντικείµενα: α) µεγάλης, β) µέτριας και γ) µικρής 
ανοµοιογένειας, για δύο διαφορετικές ποσότητες χρησιµοποιούµενου δείγµατος W1, W2 
(W2>>W1). Όσο µεγαλύτερη η ανοµοιογένεια του δείγµατος, τόσο αναµένεται -σε γενικές 
γραµµές- µικρότερη διασπορά στις λαµβανόµενες τιµές µε αύξηση της ποσότητας του 
χρησιµοποιούµενου δείγµατος. 

 

  
Σχήµα 2-2.  ∆ιασπορά αναλυτικού σήµατος (ραδιενεργές κρούσεις / µονάδα µάζας) δειγµάτων οµοιο- 

γενοποιηµένου ήπατος για διάφορα βάρη δείγµατος. 
 
Από το σχήµα 2-2 φαίνεται ότι η ποσότητα δείγµατος, η οποία απαιτείται για να επιτευχθεί 
δειγµατική σχετική τυπική απόκλιση 1% (δηλ. ±2,4 κρούσεις g−1 s−1) είναι περίπου 35 g. Για 
ένα δείγµα 1 g, η αβεβαιότητα λόγω ανοµοιογένειας θα είναι περίπου 5%. 
 
2.3. Σταθερά δειγµατοληψίας Visman  
Ο Visman ανέπτυξε θεωρία δειγµατοληψίας λαµβάνοντας υπόψη πιθανές διαχωριστικές τά-
σεις. Η πειραµατικώς προσδιοριζόµενη δειγµατική διακύµανση συσχετίζεται µε δύο σταθε-
ρές, τη σταθερά οµοιογένειας (homogeneity constant) Α, που είναι παρόµοια µε τη σταθερά 
Ingamell και τη σταθερά διαχωρισµού (segregation constant) B, µε την εξίσωση: 

ss

2
s n

B
nw

As +=                                                     (2-2) 

                                            
3  S. H. Harrison and R. Zeisler, NBS Internal Report 80-2164, C. W. Reimann, R. A. Velapoldi, L. B. 
Hagan, and J. K. Taylor, Eds, U.S. National Bureau of Standards, Washington, D.C., 1980, p 66.  
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όπου w ns είναι η ολική ποσότητα ns δειγµάτων. Εάν δεν υπάρχουν διαχωριστικές τάσεις στο 
δειγµατοληπτούµενο υλικό θα είναι Β = 0, οπότε η Εξίσωση 2-2 αποκτά τη µορφή της εξί-
σωσης Ingamells. Εφόσον είναι R = 100 ss /x, η σταθερά δειγµατοληψίας του Ingamells 
συνδέεται µε τη σταθερά οµοιογένειας του Visman µε τη σχέση: 
 

s
24 Kx10A −=                                                    (2-3) 

 
Οι σταθερές Α και Β µπορούν να υπολογισθούν πειραµατικά µε τη διενέργεια δύο σειρών µε-
τρήσεων, µία µε µικρά δείγµατα και µία µε µεγάλα. Υπολογίζονται οι δειγµατικές διακυµάν-
σεις ss

2 για καθεµία από τις δύο σειρές, οπότε από τα δύο ζεύγη τιµών (βάρους, δειγµατικής 
διακύµανσης) και την Εξίσωση 2-2, καταστρώνεται σύστηµα δύο εξισώσεων - δύο αγνώ-
στων, το οποίο παρέχει ως λύση τις τιµές Α και Β.  
Είναι προφανές ότι όσο µεγαλύτερη είναι η τιµή Β, τόσο µεγαλύτερος πρέπει να είναι ο 
αριθµός των επιµέρους δειγµάτων, ώστε η δειγµατική διακύµανση να κρατηθεί σε χαµηλά 
επίπεδα.  
 
2.4. Ελάχιστος αριθµός δειγµάτων  
∆είγµατα κανονικής κατανοµής. Εάν το υπό δειγµατοληψία υλικό δεν είναι οµοιογενές ή το 
διατιθέµενο δείγµα δεν είναι αντιπροσωπευτικό, πρέπει να πραγµατοποιηθεί ένας αριθµός 
προσδιορισµών σε πολλά επιµέρους δείγµατα υλικού, που θεωρούνται ως “µονάδες”. Το 
σύνολο της ποσότητας κάθε “µονάδας” υφίσταται τις προβλεπόµενες από το αναλυτικό 
πρωτόκολλο διαδικασίες (π.χ. σύντηξη,  διαλυτοποίηση, απόσταξη, εκχύλιση).  
Ο αριθµός των δειγµάτων ns, που πρέπει να ληφθούν και να αναλυθούν από ένα υλικό µε δειγ-
µατική διακύµανση ss

2 και µε µέση περιεκτικότηταx για να επιτευχθεί σε καθορισµένη στάθµη 
εµπιστοσύνης µια σχετική τυπική απόκλιση R, µπορεί να εκτιµηθεί από την εξίσωση: 
 

22

2
s

2
theor

s
xR

st
n =                                                          (2-4) 

 
Εάν υπάρχει δυνατότητα εισαγωγής στην ανάλυση της συνολικής ποσότητας ns “µονάδων”, 
τότε οι  ns  µετρήσεις µπορούν να αντικατασταθούν από µία και µόνη ανάλυση. Τούτο από 
στατιστική άποψη είναι ισοδύναµο, εφόσον πάντοτε το αναλυτικό τυχαίο σφάλµα είναι µηδε-
νικό ή (στην πράξη) αν ss

2 >> sa
2 (sa

2 : αναλυτική διακύµανση).Τονίζεται ότι κάτι τέτοιο δεν 
είναι πάντοτε εφικτό για πολλές αναλυτικές τεχνικές, λόγω αδυναµίας χειρισµού και επεξερ-
γασίας µεγαλύτερης ποσότητας δείγµατος.  
Οι τιµές ss

2  και x µπορούν να εκτιµηθούν από προκαταρκτικές µετρήσεις. ttheor είναι η θεω-
ρητική τιµή του t (Student’s t) στο δεδοµένο επίπεδο εµπιστοσύνης και για ns −1 βαθµούς 
ελευθερίας4.   
Το παράδοξο και η δυσκολία µε την Εξίσωση 2-4 έγκειται στο ό,τι η τιµή ttheor εξαρτάται από 
την προς υπολογισµό ποσότητα ns. Η δυσκολία αίρεται ως εξής: Αρχίζουµε τον υπολογισµό 
(π.χ. για διάστηµα εµπιστοσύνης 95%) µε την τιµή 1,960, δηλ. θεωρούµε αρχικά ότι 
απαιτείται άπειρος αριθµός δειγµάτων [οπότε ttheor = 1,645 και 2,576 για στάθµες εµπιστο-
σύνης 90% και 99%, αντίστοιχα (βλέπε πίνακες τιµών t)]. Υπολογίζεται από την Εξίσωση 2-4 

                                            
4 Η εξίσωση, ως έχει, ισχύει για την περίπτωση που η ποσότητα δείγµατος είναι ουσιαστικά απεριόρι-
στη και κάθε “µονάδα” αποτελεί ένα ελάχιστο κλάσµα του συνολικά διατιθέµενου δείγµατος. Εάν τούτο 
δεν ισχύει (και τούτο δεν αποτελεί ιδιαίτερα σπάνια περίπτωση) τότε πρέπει να εφαρµοσθεί µία διόρ-
θωση γνωστή ως διόρθωση πεπερασµένου πληθυσµού (finite population correction), µε την εισαγωγή 
στον παρανοµαστή της εξίσωσης (2-4) του συντελεστή (1−n/N)1/2. 
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ο αριθµός ns. Στη συνέχεια υπολογίζεται η τιµή ttheor που αντιστοιχεί στον νέο αριθµό ns. H 
επαναληπτική (iterative) διαδικασία επαναλαµβάνεται µέχρις ότου σταθεροποιηθεί η τιµή ns.  
Η Εξίσωση 2-4 µπορεί να χρησιµοποιηθεί, εάν η κατανοµή της προσδιοριζόµενης ουσίας στο 
δείγµα είναι κανονική (Gauss) και πάντοτε για δεδοµένο µέγεθος “µονάδας”, αφού η τυπική 
απόκλιση εξαρτάται από το µέγεθος του δείγµατος. 
_____________________________  

 
Παράδειγµα 2-1. Υλικό περιέχει ουσία Χ σε αναλογία περίπου 10 mg/g. H τυπική απόκλιση 
του υλικού έχει εκτιµηθεί στο 0,1 mg/g για δείγµα 1 g. Πόσα δείγµατα 1 g πρέπει να ανα-
λυθούν, ώστε τα όρια εµπιστοσύνης να είναι  ±1% (R=0,01) σε στάθµη εµπιστοσύνης 95%. 
 
Λύση. Θεωρώντας αρχικά ότι απαιτούνται άπειρες µετρήσεις έχουµε την πρώτη εκτίµηση 
του ns µε βάση την Εξίσωση 2-4 και ttheor = 1,96: 
 
για ν = ∞    είναι: ns = (1,962×0,12)   / (0,012×102) = 3,84 ≈ 4 
για ν = 4 − 1   είναι ns = (3,1822×0,12) / (0,012×102) = 10,12 ≈ 10 
για ν = 10 − 1   είναι ns = (2,2622×0,12) / (0,012×102) = 5,12 ≈ 5 
για ν = 5 − 1   είναι ns = (2,7762×0,12) / (0,012×102) = 7,71 ≈ 8 
για ν = 8 − 1   είναι ns = (2,3652×0,12) / (0,012×102) = 5,59 ≈ 6 
για ν = 6 − 1   είναι ns = (2,5712×0,12) / (0,012×102) = 6,61 ≈ 7 
για ν = 7 − 1   είναι ns = (2,4472×0,12) / (0,012×102) = 5,98 ≈ 6 
 
 
εδώ τερµατίζονται οι επαναλήψεις εφόσον το αποτέλεσµα επανήλθε σε προηγούµενη τιµή.  
Εποµένως πρέπει να χρησιµοποιηθούν 6 δείγµατα. [Έλεγχος: τα όρια εµπιστοσύνης για n=6 
είναι: ± ttheors / √ns = ± 2,571×0,1 / √6 = ± 0,105  ή  ± (0,105×100/10) = ± 1,05% όπως 
ζητήθηκε στην εκφώνηση (για ns = 7 θα υπολογιζόταν: ±  0,89%].       
 
2.2 Τυχαία δειγµατοληψία  
Κατά την τυχαία δειγµατοληψία, δείγµατα λαµβάνονται από τον ολικό πληθυσµό του υλικού  
M. Η µόνη απαίτηση είναι το να είναι ίδια η πιθανότητα λήψης δείγµατος, από οποιοδήποτε 
σηµείο του δείγµατος. Η διάσταση του χρόνου δεν λαµβάνεται υπόψη, δηλ. το υλικό είναι 
σταθερό ως προς τη σύνθεση και δεδοµένο (π.χ. δεν υπάρχει συνεχής εναλλαγή του). Τυπικό 
παράδειγµα θα µπορούσε να είναι ένα φορτίο κονιοποιηµένου υλικού, χωρίς διαστρωµατώ-
σεις και βαθµίδες περιεκτικοτήτων.  
Η τυχαιότητα της δειγµατοληψίας στον χώρο ή στον χρόνο επιβάλλεται να γίνεται µε τη 
βοήθεια τυχαίων αριθµών λαµβανόµενων είτε από πίνακες τυχαίων αριθµών, ή και µε τη 
βοήθεια υπολογιστών οι οποίοι έχουν τη δυνατότητα να παράγουν σειρές ψευδοτυχαίων 
(pseudorandom) αριθµών. Η περιοδικότητα της δειγµατοληψίας πρέπει να αποφεύγεται συ-
στηµατικά. Για παράδειγµα το να δειγµατοληπτείται ένα φορτίο ορυκτού µε λήψη δόσεων 
ανά 1 m κατά µήκος του βαγονιού στο οποίο µεταφέρεται ή η παραλαβή ενός σάκου λιπά-
σµατος ανά 100 ή η λήψη ύδατος ποταµού κάθε π.χ. 2 ώρες, είναι µια τακτική η οποία µπορεί 
να οδηγήσει σε δείγµατα µε συστηµατικά σφάλµατα.  
Οι λόγοι µπορούν απλά να αποδοθούν σε είδος “συµβολής” της χωροχρονικής περιοδικότη-
τας δειγµατοληψίας µε χωροχρονική περιοδικότητα µιας παραγωγικής διαδικασίας, µιας δια-
δικασίας ρύπανσης κ.λπ., έστω και αν οι περίοδοι (δειγµατοληψίας / πηγής αλλοίωσης παρα-
κολουθούµενου χαρακτηριστικού) διαφέρουν µεταξύ τους. Η συµβολή των δύο περιοδικών 
πράξεων αναπόφευκτα θα οδηγήσει σε κάποια περιοδικότητα (µε διαφορετική ενδεχοµένως 
περίοδο) της µετρούµενης παραµέτρου. Ανάλογα φαινόµενα εµφανίζονται στη δειγµατολη-
ψία σηµάτων, όπου σύµφωνα µε το θεώρηµα δειγµατοληψίας του Nyquist (από τη θεωρία 
σηµάτων): “Η ελάχιστη συχνότητα δειγµατοληψίας ενός σήµατος, που δεν εισάγει παραµόρ-
φωση στην υπάρχουσα σε αυτό πληροφόρηση, είναι διπλάσια από τη συχνότητα της πλέον υψί-
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συχνης συνιστώσας του”. Στο επόµενο σήµα δείχνεται το πώς είναι δυνατόν να εκληφθεί ως 
διαφορετική η συχνότητα ηµιτονικού σήµατος (πραγµατικής συχνότητας f), εάν η δειγµα-
τοληψία του πραγµατοποιείται σε συχνότητα µικρότερη της κρίσιµης (δειγµατοληπτούµενου 
σε συχνότητα µικρότερη της κρίσιµης (2f). 
 

   
Σχήµα 2.3  ∆ειγµατοληψία ηµιτονικού σήµατος συχνότητας f σε διαφορετικές συχνότητες fS. Με 

διακεκοµµένες γραµµές απεικονίζεται η δηµιουργούµενη ψευδής συνιστώσα στις περι-
πτώσεις  που είναι fS/f <2.  

 
Εάν πρόκειται να αναλυθεί µια ποσότητα δείγµατος µε δειγµατική διακύµανση σs

2 και η 
αναλυτική διακύµανση της µέτρησης είναι σa

2, τότε σύµφωνα µε τους κανόνες διάδοσης 
τυχαίου σφάλµατος (ενότητα Β), η διακύµανση της συνολικής αναλυτικής διαδικασίας σο2 θα 
είναι:  

2
a

2
s

2
ο σσσ +=                                                       (2-5) 

 
Εάν γενικευθεί η προηγούµενη περίπτωση ως εξής: ns ποσότητες δείγµατος (ιδανικά ίδιου, 
πρακτικά περίπου µεγέθους) αναλυθούν το καθένα na φορές και εξαχθεί το µέσο αναλυτικό 
αποτέλεσµα, η ολική διακύµανση της συνολικής της διαδικασίας, σα2, θα παρέχεται από τη 
σχέση :  

as

2
a

s

2
s2

o nn
σ

n
σσ +=                                                     (2-6) 

 
Η Εξίσωση 2-6 προκύπτει ως αποτέλεσµα της θεωρίας διάδοσης τυχαίου σφάλµατος και της 
τυπικής απόκλισης µέσης τιµής5,6. 

                                            
5 Από την Εξίσωση 2-6 µπορεί κανείς να εκτιµήσει τις τιµές σs

2 και σa
2 (π.χ. για σταθερή τιµή ns και 

διάφορες τιµές na, γραφική παράσταση της ποσότητας nsσο2 ως συνάρτηση τοu 1/na θα αποδίδεται από 
ευθεία µε κλίση ίση προς σa

2 και τοµή επί την αρχή ίση προς σs
2).  

6 Η Εξίσωση 2-8 καθίσταται πιο ρεαλιστική µε την εισαγωγή της στατιστικής Student, εάν δεν είναι 
γνωστές οι τιµές σs

2 και σa
2, αλλά είναι διαθέσιµες οι αντίστοιχες “εκτιµήτριές” τους ss

2 και sa
2, ως 

αποτελέσµατα περιορισµένου αριθµού παρατηρήσεων. Στην περίπτωση αυτή η Εξίσωση 2-8 αποκτά 
τη µορφή: 
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n
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Η Εξίσωση 2-6 µπορεί να χρησιµοποιηθεί εύκολα για τον σχεδιασµό τυχαίας δειγµατολη-
ψίας. Υποθέτοντας, ότι 

2
s

2
a σασ =                                                           (2-7) 

 
η Εξίσωση 2-6 µπορεί να γραφεί ως: 









+=

s

2

as

2
s2

o n
σ

n
α

n
σ

σ s                                                   (2-8) 

 
Από την Εξίσωση 2-8 προκύπτουν τα ακόλουθα συµπεράσµατα: 
 
1. Για δεδοµένες τιµές α , ns  και  na ,  η ολική διακύµανση αυξάνει µε αύξηση της διακύµαν-

σης του δείγµατος σs
2. 

 
2. Για δεδοµένο συνολικό αριθµό αναλύσεων, που αντιπροσωπεύεται από το γινόµενο nans , 

και χωρίς να λάβει κανείς υπόψη του βελτιστοποίηση του κόστους, η διαδικασία τυχαίας 
δειγµατοληψίας πρέπει να σχεδιάζεται για ένα λογικά µεγάλο αριθµό ns. Για παράδειγµα, 
για ένα σύνολο 12 αναλύσεων είναι προτιµότερο να ληφθούν 6 δείγµατα και στο καθένα 
να πραγµατοποιηθούν 2 αναλύσεις, παρά να ληφθούν 4 δείγµατα και στο καθένα να πραγ-
µατοποιηθούν 3 αναλύσεις. 

 
3. Η ολική διακύµανση είναι γραµµική συνάρτηση του α. Όταν το α είναι πολύ µικρό, δηλα-

δή όταν η διακύµανση της ανάλυσης είναι πολύ µικρότερη από τη δειγµατική διακύµανση, 
ο όρος  (α/na)(σs

2/ns) είναι αµελητέος συγκρινόµενος µε τον όρο  σs
2/ns . Στις περιπτώσεις 

αυτές κάθε προσπάθεια µείωσης της διακύµανσης του αναλυτικού προσδιορισµού σa
2 δεν 

έχει νόηµα. Με βάση αυτά ισχύει ο ακόλουθος πρακτικός κανόνας: 
 
 

Πρακτικός κανόνας στην τυχαία δειγµατοληψία   
 
Εάν η διακύµανση της αναλυτικού προσδιορισµού είναι ίση ή µικρότερη από το 1/3 της 
διακύµανσης του δείγµατος, τότε κάθε προσπάθεια µείωσης του αναλυτικού σφάλµατος 
µε χρήση ακριβότερων ή περισσότερο εξελιγµένων αναλυτικών τεχνικών δεν έχει νόηµα. 
 

 
Εάν η δειγµατική διακύµανση είναι µεγάλη και δεν υπάρχει τρόπος παραπέρα βελτίωσής της, 
τότε είναι προτιµότερο να αναζητηθεί µια ταχεία, πρόχειρη και περιορισµένης ακρίβειας 
αναλυτική τεχνική και να πραγµατοποιηθούν, όσο το δυνατόν περισσότερες δειγµατοληψίες 
και µετρήσεις. Αυτός είναι ο µόνος πρακτικός τρόπος ελάττωσης της αβεβαιότητας αξιολό-
γησης της ποιότητας του εξεταζόµενου υλικού.  
 
Ελαχιστοποίηση κόστους. Η Εξίσωση 2-8 µπορεί να εξετασθεί και από άποψη µείωσης του 
λόγου κόστος/όφελος (cost/benefit). Υποθέτοντας ότι το κόστος δειγµατοληψίας (κόστος 
δείγµατος + κόστος διαδικασίας, αποθήκευσης κ.λπ.) είναι Cs και το κόστος του αναλυτικού 
προσδιορισµού είναι Ca , τότε το ολικό κόστος C για ns τυχαία δείγµατα και na ο αριθµός των 
αναλύσεων ανά δείγµα, θα είναι:  

aasss CnnCnC +=                                                 (2-9) 
 

Λαµβάνοντας υπόψη, την Εξίσωση 2-8, τότε η Εξίσωση 2-9 γίνεται: 
 

                                                                                                                             
Με την ως άνω τροποποιηµένη εξίσωση (εφόσον χρησιµοποιηθεί η κατά περίπτωση τιµή t λαµβάνο-
ντας υπόψη τους βαθµούς ελευθερίας και σε ένα επίπεδο εµπιστοσύνης, π.χ. 95%) µπορεί κανείς να 
αναφέρει ότι σε αυτό το επίπεδο εµπιστοσύνης, η ολική αναλυτική διακύµανση δεν θα είναι µεγαλύ-
τερη από e2. Aνάλογες τροποποιήσεις µπορούν να πραγµατοποιηθούν και στις εξισώσεις που προκύ-
πτουν από την εξίσωση (2-8).           
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+=                                         (2-10) 

 
Με διαφόριση της Εξίσωσης 2-10 ως προς na και µε εξίσωση της λαµβανόµενης παραγώγου 
dC/dna µε το µηδέν, µπορεί κανείς να υπολογίσει τον αριθµό των αναλύσεων, που θα πρέπει 
να πραγµατοποιηθεί σε κάθε δείγµα για να ελαχιστοποιηθεί το κόστος και µε σταθερές τις 
υπόλοιπες παραµέτρους (διακυµάνσεις). Έτσι, προκύπτει: 
 

2/1

a

s

s

a
a C

C
σ
σn 








=                                                 (2-11) 

 
και ο αριθµός των δειγµάτων που απαιτούνται είναι 
 

2
ο

s

2
a2

s

s σ
n
σσ

n
+

=                                                      (2-12) 

_____________________________ 
 

Παράδειγµα 2-2.  Η σχετική δειγµατική τυπική απόκλιση φορτίου εµπλουτισµένου ορυκτού 
νιοβίου είναι 2,7% για δείγµατα βάρους 1 kg. Tα δείγµατα αυτά µετά τη λήψη κονιοποιού-
νται και οµοιογενοποιούνται στο εργαστήριο πρακτικά πλήρως. Τυποποιηµένη φωτοµετρική 
µέθοδος προσδιορισµού νιοβίου σε δείγµα παρουσιάζει σχετική τυπική απόκλιση 0,7%. Να 
υπολογισθεί η σχετική τυπική απόκλιση των ακόλουθων διαδικασιών δειγµατοληψίας - ανά-
λυσης στις εξής περιπτώσεις: 
 
α) Λαµβάνονται 3 δείγµατα και στο καθένα (µετά τη διαδικασία πλήρους οµοιογενοποίησης) 
πραγµατοποιούνται 8 σταθµικοί προσδιορισµοί. 
 
β) Λαµβάνονται 12 δείγµατα και στο καθένα (µετά τη διαδικασία πλήρους οµοιογενοποίη-
σης) πραγµατοποιούνται 2 σταθµικοί προσδιορισµοί. 
 
γ) Αν το συνολικό κόστος του δείγµατος (αξία ορυκτού, κόστος δειγµατοληψίας, κόστος 
µεταφοράς, φύλαξης και περαιτέρω οµοιογενοποίησης) είναι 500 EU/δείγµα και το κόστος 
ενός προσδιορισµού είναι 10 EU/προσδιορισµό, ποια θα είναι η άριστη σχεδίαση ώστε µε το 
ελάχιστο δυνατό κόστος να επιτευχθεί ολική επαναληψιµότητα 1,0%; 
 
δ) Ποιο είναι το κόστος της παραπάνω άριστης σχεδίασης; 
 
Λύση. Η επί τοις εκατό σχετική απόκλιση θεωρείται ως “κανονικοποιηµένη” (ως προς τις 
απόλυτες ποσότητες) τυπική απόκλιση και µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως έχει σε όλους τους 
υπολογισµούς: 
 
α)  Με βάση την Εξίσωση 2-8 είναι:  σο  = [ (2,7)2 / 3  +  0,72 / (3×8) ]1/2  =  1,56% 
 
β) Ως άνω:  σο  = [ (2,7)2 / 12  +  0,72 / (12×2) ]1/2  =  0,792% 
 
γ) Με βάση την Εξίσωση 2-11 είναι:  na = (0,7 / 2,7)×(500 / 10)1/2  = 1,83 ≈  2 
 
και από την Εξίσωση 2-12 είναι:  ns = [ 2,72  +  (0,72 / 2) ] / 1,22 = 5,23  ≈  5 
 
Eποµένως ο άριστος σχεδιασµός έχει ως εξής:  Πρέπει να ληφθούν 5 δείγµατα  και να πραγ-
µατοποιηθούν 2 µετρήσεις/δείγµα (συνολικά 10 µετρήσεις).  
 
[Παρατήρηση: Με εφαρµογή της Εξίσωσης 2-8 στον παραπάνω σχεδιασµό προκύπτει: σο  = 
[ (2,7)2 / 5  +  0,72 / (5×2) ]1/2  =  1,23% . Το ό,τι η σο εµφανίζεται λίγο µεγαλύτερη από την 
επιθυµητή 1,2% είναι προφανές ότι οφείλεται στις στρογγυλοποιήσεις των υπολογισθεισών 
τιµών na και ns στις πλησιέστερες ακέραιες]  
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δ) Το ολικό κόστος του παραπάνω σχεδιασµού είναι: C = (5 δείγµατα)×(500 EU/ δείγµα) + 
(10 µετρήσεις)×(10 EU/µέτρηση) =  2600 EU 
_____________________________  
 
2.3. Κατά στρώσεις δειγµατοληψία  
Στην κατά στρώσεις (η διαστρωµατοποιηµένη) δειγµατοληψία (stratified sampling) το 
υπό εξέταση αντικείµενο διαιρείται σε στρώσεις και ακολουθεί τυχαία δειγµατοληψία. Κάθε 
στρώση δειγµατοληπτείται τυχαία. Η ολική διακύµανση περιγράφεται µε εξίσωση ανάλογη 
της Εξίσωσης 2-8:  

asb

2
a

sb

2
s

b

2
b2

o nnn
σ

nn
σ

n
σ

σ ++=                                       (2-13) 

 
όπου nb είναι ο αριθµός των δειγµατοληπτηθεισών στρώσεων, σb

2 είναι η διακύµανση µετα-
ξύ των στρώσεων (between strata variance), ns είναι ο αριθµός δειγµάτων ανά στρώση και 
σs

2 είναι η διακύµανση εντός κάθε στρώσης (within strata variance). Εάν η διακύµανση 
µεταξύ των στρώσεων είναι σηµαντικά µεγαλύτερη από τη διακύµανση εντός κάθε στρώσης, 
επιβάλλεται πάντοτε η κατά στρώσεις δειγµατοληψία. 
 
Η Εξίσωση 2-13 δεν επιδέχεται µία και µόνη λύση ως προς τους αριθµούς δειγµάτων ns, nb 
και επαναλαµβανόµενων αναλύσεων ανά δείγµα na. Εάν το σχετικό κόστος επιλογής στρώσης 
είναι Cb, το κόστος δειγµατοληψίας σε κάθε στρώση είναι Cs και το κόστος ανάλυσης κάθε 
δείγµατος είναι Ca , το ολικό κόστος της συνολικής διαδικασίας θα είναι: 
 

aasbssbbb CnnnCnnCnC ++=                                 (2-14) 
 

Για σταθερές διακυµάνσεις, οι άριστες τιµές nb, ns και na που ελαχιστοποιούν το ολικό κόστος 
C είναι:  

( )
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=                                 (2-15) 
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3. ΜΟΝΤΕΛΟΠΟΙΗΣΗ ΑΝΟΜΟΙΟΓΕΝΩΝ ∆ΕΙΓΜΑΤΩΝ  
Το απλούστερο µαθηµατικό µοντέλο ανοµοιογενούς υλικού είναι το δυαδικό µοντέλο του 
Benedetti-Pichler, το οποίο περιγράφεται στη συνέχεια, όπως και η επέκτασή του σε πιο 
ρεαλιστικές καταστάσεις.  
 
3.1. Εξίσωση Bernoulli  

Το µοντέλο του Benedetti-Pichler βασίζεται στη διωνυµική κατανοµή και στις ιδιό-
τητές της, που παρουσιάζονται εδώ συνοπτικά.  

Έστω ότι έχουµε µίγµα ισοµεγεθών σωµατιδίων Α και Β, στο οποίο η περιεκτικότητα 
% σε σωµατίδια Α είναι p×100% και εποµένως σε σωµατίδια Β είναι q×100%, όπου p + q = 
1.  

Αν συλλεχθούν από το µίγµα αυτό πολλά δείγµατα, το καθένα αποτελούµενο από n 
σωµατίδια, και µετρηθεί ο αριθµός των σωµατιδίων Α στο καθένα από αυτά, προφανώς η 
µέση τιµή τους θα είναι np, ενώ η τυπική απόκλιση των µετρήσεων των σωµατιδίων Α (όπως 
και των σωµατιδίων Β) και εποµένως η δειγµατική τυπική απόκλιση θα παρέχεται από την 
εξίσωση Bernoulli: 

 
σs =  qpn  =  p)(1pn −                                         (3-1) 

 
και εποµένως η σχετική τυπική απόκλιση επί τοις εκατό θα είναι 
 

(σs)r % = =×100
pn

σ s 100
pn
p1
×

−
                                   (3-2) 

 
 Αντίστοιχα, ο αριθµός των απαιτούµενων σωµατιδίων στο δείγµα για να επιτύχουµε 
δεδοµένη σχετική τυπική απόκλιση (σs)r% (επί τοις εκατό), µε αναδιάταξη της προηγούµενης 
εξίσωσης, προκύπτει ότι παρέχεται από την εξίσωση 
 

 10000
%)(σp

p1n 2
rs

×
−

=                                             (3-3) 

  
Παράδειγµα 3-1. Υποθέτουµε ότι έχουµε µίγµα αποτελούµενο από δύο είδη σωµατιδίων Α 
και Β ίδιου µεγέθους και σχήµατος, αλλά διαφορετικού χρώµατος (ώστε να διακρίνονται 
µεταξύ τους). Έστω ότι η περιεκτικότητα του µίγµατος σε σωµατίδια Α είναι 40%, οπότε σε 
σωµατίδια Β θα είναι 100 − 40 = 60%. Από πόσα σωµατίδια θα πρέπει να αποτελούνται δείγ-
µατα του µίγµατος, ώστε µια οµάδα απαριθµήσεων των σωµατιδίων Α στο καθένα από τα δείγ-
µατα αυτά να παρουσιάζει σχετική τυπική απόκλιση ίση προς 2%; 
 
Λύση. Χρησιµοποιώντας την τελευταία εξίσωση θα έχουµε 
 

375010000
0,24,0
4,01n 2 =×

×
−

=                                       (3-4) 

 
Προφανώς, εάν είναι γνωστό το σχήµα και το µέγεθος των σωµατιδίων και εάν είναι γνωστή 
η πυκνότητα του κάθε είδους, ο ζητούµενος αριθµός των σωµατιδίων µπορεί άµεσα να µετα-
φραστεί σε βάρος δείγµατος, δεδοµένου ότι είναι ασυγκρίτως απλούστερη διαδικασία η 
ζύγιση ενός δείγµατος, παρά η απαρίθµηση των σωµατιδίων από τα οποία αποτελείται. 
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3.2. Μοντέλο Benedetti-Pichler  
Υποθέτουµε ότι ο εξεταζόµενος πληθυσµός είναι ένα µίγµα δύο ειδών κυβικών σωµατιδίων 
ίσων διαστάσεων των Α και Β µε ακµή u και ίδιας πυκνότητας ρ. Η επί τοις εκατό αναλογία 
κατά βάρος στο µίγµα των Α και Β είναι wA και wB, αντίστοιχα. Για επιπλέον απλούστευση 
θεωρούµε ότι το προς προσδιορισµό υλικό Χ υπάρχει µόνο στα σωµατίδια Α και σε επί τοις 
εκατό αναλογία κατά βάρος xA. Από το µίγµα αυτό χρησιµοποιείται ποσότητα βάρους w για 
χηµική ανάλυση. Η δειγµατική διακύµανση του υλικού (για το βάρος αυτό) είναι σs

2.  
Στο συγκεκριµένο µοντέλο, ο αριθµός των σωµατιδίων σε βάρος w είναι n = w/ρu3, 

ενώ η επί τοις εκατό πιθανότητα για ένα τυχαίο σωµατίδιο να είναι Α ή Β συµπίπτει µε την 
αντίστοιχη επί τοις εκατό περιεκτικότητα: p% = wA %  και  q% = wB % = (100 − wA)%, 
οπότε η διακύµανση σs

2 (σs(σωµ) :  σε αριθµό σωµατιδίων) θα είναι: 
 

10000ρu
)w(100ww

σ 3
AA2

s(σωµ) ×
−××

=                                       (3-5) 

 
 Η τυπική απόκλιση επί τοις εκατό ως προς το συστατικό Χ θα είναι: 
 

100
w/ρu

σ
σ 3

s(σωµ)
s ×=                                                 (3-6) 

 
 Για την απλούστερη περίπτωση, εκείνη όπου το σωµατίδιο Α είναι (στο σύνολό του) 
το υπό προσδιορισµό συστατικό (δηλαδή: wA = x), θα έχουµε: 
 

x)(100x
w
uρσ

3
2
s −=                                             (3-7) 

 
Η παραπάνω εξίσωση, αν και προέρχεται από το υπεραπλουστευµένο µοντέλο, µπορεί να 
χρησιµοποιηθεί για να εκτιµηθεί η δειγµατική διακύµανση για δεδοµένο βάρος δείγµατος. 
Είναι προφανές το ότι η δειγµατική διακύµανση αυξάνει ραγδαία, όσο αυξάνει το µέγεθος 
του σωµατιδίου και όσο µικρότερο είναι το ποσοστό της ουσίας Χ. 
 
 
3.3. Επεκτάσεις του µοντέλου Benedetti-Pichler  
Για να πλησιάσει περισσότερο την πραγµατικότητα το προηγούµενο µοντέλο, δεχόµαστε ότι 
τα σωµατίδια Α και Β έχουν τώρα διαφορετικές πυκνότητες, ρΑ και ρΒ, αντίστοιχα. Ακόµη, 
δεχόµαστε ότι και τα δύο σωµατίδια περιέχουν την ουσία Χ, το σωµατίδιο Α σε επί τοις 
εκατό ποσοστό xA και το σωµατίδιο Β σε επί τοις εκατό ποσοστό xB. Με τις επιπλέον αυτές 
καταστάσεις, η Εξίσωση 3-7 γίνεται: 
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×−××=                          (3-8) 

 
Παρατηρούµε ότι η πυκνότητα ρ, τώρα αντικαθίσταται από τον λόγο ρΑ ρΒ /ρ. Ο όρος [(xA − 
xB)/100]2 είναι ενδεικτικός της ανοµοιογένειας του υλικού και προφανώς αν είναι xA = xB  δεν 
τίθεται πλέον θέµα ανοµοιογένειας.  
Η Εξίσωση 3-8 εµφανίζεται σε διάφορες µορφές στη βιβλιογραφία της αναλυτικής χηµείας, 
µε µικρές παραλλαγές στη θεώρηση του µοντέλου. Μια αρκετά συνηθισµένη µορφή είναι η 
ακόλουθη: 
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Η σταθερά δειγµατοληψίας Ingamells µπορεί να υπολογισθεί και εκφρασθεί ως συνάρτηση 
των παραµέτρων του µοντέλου ως εξής: 
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==              (3-10) 

 
 Η εισαγωγή περισσότερων από δύο τύπων σωµατιδίων στο µοντέλο περιπλέκει ση-
µαντικά την κατάσταση µε την εισαγωγή πολυωνυµικών (πλέον) κατανοµών. Για ένα µίγµα 
που περιέχει m τύπους σωµατιδίων πυκνοτήτων ρi (i = 1, 2, …, m), επί τοις εκατό αναλογία 
κατά βάρος wi του συστατικού Χ, xi σε κάθε σωµατίδιο, τότε η δειγµατική διακύµανση 
παρέχεται από την εξίσωση Wilson: 
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όπου i, j αναφέρονται σε οποιοδήποτε ζεύγος από τους m τύπους σωµατιδίων, ∆xi είναι η 
διαφορά µεταξύ κάθε τιµής επιµέρους ποσοστού xi και του γενικού ποσοστού x. Όλα τα σω-
µατίδια θεωρούνται ότι έχουν τον ίδιο όγκο. Εάν οι πυκνότητες των σωµατιδίων διαφέρουν 
σηµαντικά η εξίσωση Wilson ισχύει για σχετικά µικρές σs.  
 
3.4. Παράγοντες σωµατιδιακών ιδιοτήτων - Θεωρία του Gy  
Η κλασική θεωρία του Gy αφορά τη δειγµατοληψία ετερογενών υλικών µε σωµατίδια κοκκώ-
δους µορφής. Το απλούστερο µοντέλο που περιγράφεται από την Eξίσωση 3-7 µπορεί να 
τροποποιηθεί ως εξής, µε βάση τη θεωρία του Gy:  
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ο όρος 1/w της Eξίσωσης 3-7 αντικαθίσταται µε τον όρο (1/w − 1/W). Αυτή η αντικατάσταση 
πραγµατοποιείται για να ληφθεί υπόψη η επίδραση της µάζας του χονδρικού δείγµατος W, 
από όπου λαµβάνεται δείγµα βάρους w (βλέπε Σηµείωση 4). Η δειγµατική διακύµανση µειώ-
νεται µε αύξηση του δείγµατος w και µε µείωση του W. Εάν w = W, τότε η δειγµατική 
διακύµανση µηδενίζεται (αφού όλο το υλικό εισάγεται στην αναλυτική διαδικασία), ενώ αν 
είναι w << W, η διαφορά (1/w − 1/W) αντικαθίσταται από τον όρο 1/w. 
 
Ιδιαίτερη σηµασία έχουν οι παράγοντες f, g και l, που αποδίδουν συγκεκριµένες ιδιότητες των 
σωµατιδίων, οι οποίες περιγράφονται στη συνέχεια. 
 
Παράγοντας σχήµατος σωµατιδίου (particle shape factor), f. Για την εξαγωγή της εξίσωσης 
(3-7), τα σωµατίδια θεωρήθηκαν ως κυβικά µε όγκο u3. Στην πραγµατικότητα τα σωµατίδια 
έχουν διάφορα σχήµατα και ο παράγοντας f αποτελεί ένα µέτρο της µέσης διαφοράς των σω-
µατιδίων από το κυβικό σχήµα. Αντιπροσωπεύει τον λόγο του µέσου όγκου των πραγµατικών 
σωµατιδίων που έχουν µέγιστη γραµµική διάσταση ίση προς το µέγεθος οπής του κόσκινου. 
Για τον κύβο είναι f = 1,0, ενώ για τελείως σφαιρικά σωµατίδια είναι f = 0,524 [Vσφαίρας / 
Vκύβοu = (4/3)π(u/2)3 / u3 = π/6 = 0,524]. Στις περισσότερες περιπτώσεις δειγµάτων µπορεί να 
θεωρηθεί ότι f = 0,5. Για χονδρικά δείγµατα που έχουν σωµατίδια κάπως ειδικής µορφής (π.χ. 
σωµατίδια χρυσού, υπό µορφή µικρών “λεπιών”) η τιµή του f µπορεί να είναι µόλις 0,2.  
 
Παράγοντας σωµατιδιακής κατανοµής (particle-size distribution factor), g. Στο απλό µον-
τέλο όλα τα σωµατίδια θεωρούνται ότι έχουν το ίδιο µέγεθος. Στα πραγµατικά µίγµατα υπάρ-
χει ποικιλία µεγεθών, που µπορεί να περιγραφεί µε µια κατανοµή µεγεθών. Ο παράγοντας g 
αποδίδει τον λόγο του ορίου µεγαλύτερου µεγέθους προς το όριο µικρότερου µεγέθους. Ιδα-
νικά (ίδια µεγέθη) είναι g =1. Στην πραγµατικότητα, όταν το χονδρικό δείγµα θραύεται και 
κονιοποιείται χωρίς κάποια διαδικασία ταξινόµησης κατά µέγεθος, θα πρέπει να χρησιµο-
ποιηθεί µια τιµή g = 0,25. Όσο µικραίνει το µέγεθος του σωµατιδίου κατά κανόνα αυξάνει η 
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τιµή του g (π.χ. για σωµατίδια µεσαίου και µικρού µεγέθους µπορούν οι τιµές του g να είναι 
0,50 και 0,75, αντίστοιχα). 
 
Παράγοντας απελευθέρωσης (liberation factor), l. Για το απλούστερο µοντέλο θεωρήθηκε 
ότι το υλικό αποτελείται από δύο είδη σωµατιδίων, Α και Β. Για την Εξίσωση 3-7 θεωρήθηκε 
επιπλέον ότι wA = x (δηλ. ότι η συνολική µάζα του σωµατιδίου Α είναι και το υπό προσ-
διορισµό συστατικό). Στην πραγµατικότητα, είναι πολύ πιθανόν τεµάχια του χονδρικού υλι-
κού να περιέχουν και τα δύο είδη σωµατιδίων. Κατά τη θραύση του χονδρικού υλικού απε-
λευθερώνονται τα σωµατίδια που περιέχουν το υπό προσδιορισµό υλικό. Η διαδικασία και ο 
βαθµός απελευθέρωσης µπορεί να περιγραφεί µε την εισαγωγή του παράγοντα απελευθέ-
ρωσης που ορίζεται ως:  
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όπου, µετά τη θραύση του τεµαχίου υλικού, u1 είναι το µέσο µέγεθος των κόκκων που περι-
έχουν το υπό προσδιορισµό συστατικό και u2 το µεγαλύτερο µέγεθος κόκκων. Όταν u2≤u1, 
τότε l = 1, δηλαδή δεν υπάρχει απελευθέρωση. Ο όρος l µπορεί να εκτιµηθεί µόνο µε µικρο-
σκοπική εξέταση και µε δοκιµασίες µε κόσκινα διαφόρων µεγεθών. 
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